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FORORD

T serien af bgger om programmering af kemiske beregninger f@glger hermed
bind 2 om numeriske metoder til l@sning af ligninger, beregning af polyno-
mier og optimering. Bind 1 beskrev kodesproget AIGOL, _

Det vigtigste formmal med derme bog er, sammen med et kommende bind, at
give en samlet og systematisk oversigt over de numeriske metoder, som be-
nyttes ved GIER-installationen hos Haldor Topsge. Bogen skal benyttes ved
undervisning af nye medarbejdere 1 programmeringsmetoder. Det er vigtigt,
at nye programmgrer hurtigt bliver fortrolige med det kompleks af afprgve—
de mumeriske metoder, som staar til deres raadighed. Faa den maade kan
megen overflgdig programmering spares.

Det er min erfaring, at de fleste begyndere i programmering har en til-
bgjelighed til straks at kode 1l¢s paa de Tforeliggende problemer uden at
tanke dybere over problemets natur. Hvis programmgren igvrigt er dygtig,
kan han meget vel naa et anvendeligt resultat paa denne maade, isar hvis
han har den ngdvendige fantasi og intuition. Men programmer af denne art
vil let fremtrsde som et besynderligt konglomerat af numeriske smaafiduser,
og progremmet er sveert at lmse, ikke blot for andre, men ogsaa for program-
mgren selv., Det er mit haab, at en systematisk gennemgang af de vigtigste
numeriske metoder vil ggre det lettere for begyndere at faa et overblik
over, hvad det egentlig er, de ¢nsker at programmere, og derved hjelpe
dem til at lave mere overskuelige programmer.

De numeriske metoder, som er beskrevet her, kan inddeles i to katego-
rier. Den fgrste gruppe omfatter de metoder, som er beskrevet i littera-
turen, og som vi ofte har kunnet kopiere uden nmrmere analyse., Den anden
gruppe indeholder de metoder, som 1 stgrre eller mindre grad er udviklet
hos Heldor Topsge. Da det er svert at undgaa, at metoder, som er udviklet
af ikke-matematikere, indeholder forskellige fejl og misforstaaelser, er
det mit haab, at professionelle matematikere vil studere bogen og benytte
den som inspiration til fremtidigt arbejde. Jeg er overbevisi om, at ad~
skillige af vore procedurer vil kunne forbedres betydeligt.

'Iigesom 1 bind 1 har jeg lagt vmgt paa at give mange illustrerende
eksempler. Stgrstedelen af bogen kan sikkert lmses uden anden forudsstning
end gymnasiets matematikpensum. Flere steder har jeg med vilje gjort frem~
stillingen serlig elementsr, f.eks. i afsnittet om linewre ligninger.




Civilingenigr J. Adriansen har formuleret vore procedurer til ap-
proksimation med ortogonale polynomier. Jeg vil gerne takke ham herfor,
og ogsaa for anden bistand ved lgsning af numeriske problemer.

Jeg takker ogsaa fru Birthe S¢grensen for hulning af manuskriptet.

Vedb®k, Februar 1965
Jgrgen Kjsr
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1. INDLEDNING

1.1. Definitiorn af MNumeriske Meloder,

BT PEAATTID T TN SRR ARSI R - I GO B

I bind 1 af denne serle om. rrograrmering af kemiske beregnirger blev
det generelle.kodesprog ALGOL forklaret 1 detailler. Vi leoyte bl.,a., om
de almindelige regneoperationer (+, =, x, /1 A) og om hvorledes. man ved at
deklarere procedurer kan skabe smaa stykker program,. som lgser en mere
eller mindre kompliceret regneopgave, fT.eks. beregning af summen af en
rekke tal eller af trykfaldet i et rgr.

I videste forstand kan man definere en numerisk metode som et vilksar-
ligt kompleks af regneoperationer, f.eks. nedskrevet i form af en ALGOL~
procedure og med et  passende antal parametre. I .snmvere forstand vil
man stille to. krav til en ALGOL-procedure, for at den med rimelighed kan

kanldes en numerisk metode:

1. De anvendte parametre skal vere af abstrakt matematisk natur,
d.v.s. de maa ikke have. en konkret betydning hentet fra et bestemt fag-
omraade (kemi, fysik, etc.). Vi kan bruge simple variable og talswt:

a :=b+c+dljl;

men de varisble &, b, ¢ 0.S.v. maa ikke have nogen bestemt betydning af
f.eks. kemisk natur. Saa lsnge vi beveger os ipden;ﬁfor de numeriske me-
toder og indenfor den rene matematik 1 det hele taget, kan a, by ¢ 0.8.V,
vere hved som helst fra atomer til stjernetaager, vi ved det ikke og
. gnsker heller ikke at vide det,. idet formlernes rigtighed er af ren logisk
karakter, det er abstraktioner fra virkeligheden. Den ovennevntie proce-
dure +til _trykfaldsberegning kan derfor ikke kaldes en numerisk metode 1
egentlig forstand. 7

2. Man mas ogsaa forlange, at proceduren skal vere tilpas simpel og
have et enkelt, veldefineret formsal for at anerkende proceduren som en .
numerisk metode. Hvad der i denne forbindelse skal cpfattes som simpelt
og enkelt er messke lkke helt klart paa forhaand. Det maa i hvert fald
afhenge af, hvor stort et maal man sstter sig, altsag af hvor effektivt et




kompleks af numeriske metoder man #nsker at have til raadighed. Hvad der
i een sammenhmng maaske er en simpel numerisk metode (f.eks, at finde et
polynomium, der saa godt som muligt reproducerer en tabellagt funktion)
vil maaske i en anden sammenhsng fgles som en kompliceret metode uden
praktisk betydning.

Den klassifikation af numeriske metoder, som gives 1 det fglgende, har
derfor ikke ngdvendigvis nogen slmen karakter. Den indeholder de Tfleste
af de i dag anvendte numeriske metoder ved GIER~installationen hos Haldor
Topsge . Listen over numeriske metoder vil vokse, efterhaanden som flere
praktiske problemer bliver taget op 1il lg@sning pea regnemaskinen, og
efterhaanden som programmgrerne opdager, hvilke nye matematiske procedurer;
der herved bliver brug for. Det er altsaa en udviklingsprocess, hvor man
efterhaanden faar materiale nok til at abstrahere fra de variables prak-
tiske betydning og kan give den generelle, matematiske formulering som

nye numeriske metoder,

1.2, Klassifikation af Numeriske Metoder.

Som f@grste numeriske metode omtales .1 kapitel 2 1gsning af linemre
ligninger. For at kunne forstaa, hvorfor dette problem er klassificeret
som det simpleste, er det ngdvendigt at se et @gjeblik paa de endnu simple-
re numeriske metoder. De fire element®mre regningsarter, ved hjelp af
hvilke vi beregner udtryk af formen: a+b, a-b, axb og a/b, er ogsasa en
slags numeriske metoder, men blot saa simple, at vi normalt ikke tsnker
nermere herover. Men for skolebgrn paa et vist stadium er problemet
alvorligt nok. De skal dels lmre at udfgre operationerne korrekt,; og dels
lmre at afggre, om et foreliggende regnestykke f.eks. er et gange-stykke
eller et dividere-stykke.

Ser vi lidt nwrmere paa divisionen:

X 3= A/B;
hvor X beregnes som A divideret med B, kan vi ogsaa sige, at X er lgsnin-
gen til ligningens:

ee



BxX = A

X skal altsaa findes som det tal, der ganget med B giver A, Har vi ikke
een ligning, der skal tilfredsstilles, men to:

Bu«X1 + CxX2 = A
DxX1 + ExX2 = F

er opgaven nu at finde de to. ubekendte, X1 og X2, saaledes at ligningerne
rasser. Igsning af flere ligninger med flere ubekendte er altisaa en simpel
generalisation af. divisionsproblemet, og vi skal se, hvorledes der findes
en operation.(matrixinversion), son for en enkelt ubekendt degenererer til
en division.  Igsning af linesmre ligninger er derfor en simpel udvidelse
af de element=re regningsarter, og da man .i mange af de mere komplicerede
numeriske metoder bruger lgsning af linesre ligninger som et standard-
hj®lpemiddel undervejs, er det rimeligt at anbringe dette som det fgrste
punkt 1 vor klassifikation,

Metoderne i kapitel 3-~5 kan alle klassificeres under en falles over—
gkrift: funktionsanalyse. Vi interesserer os hér for funktioner af een

variabel:
y = £(x)
eller af flere variable:
z = f(x1, xé; xﬁ)

- Af alle funktioner er vi smrligt interesseret i dem, som kan skrives
som polynomier, d.v.s. de kan beregnes udelukkende ved addition og multi-

plikation:
y := a0 + xx(a1 + xx(a2 + xx83));

Dette er et tredjegradspolynomium i x. Da polynomier er s®rligt lette at
undersgge med henblik pea nulpunkter og maksimumspunkter, har vi brug for
metoder, som til en opgivet tabel over en funktion beregner et tilsvarende

polynomium, Dette beskrives i kapitel 3.
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I kapitel 4 diskuterer vi metoder +il wundersdggelse af, hvornaar en
funktion bliver nul eller antager en anden kendt vaerdi. Det kan vere en
funktion af een variabel:

f(x) = 0

eller flere funktioner af flere variable:

1]
(@

f1{x1, x2, x3)
£2{x1, x2, x3)
£3(%i, x2, x3)

i

hvor vi altsaa skal finde et talsat: xi, x2, x5, saaledes at alle 5> funk-
tioner bliver nul.

I kapitel 5 omtales metoder +i1 bestermelse af, -hvornaar en forelige
gende funktion antager sin maksimumverdi. .. Dette problem er nmrt beslasgtet
med det foregamende, idet man normalt har, at funktionens differential-
kvotienter skal vere nul.

Af pladsmessige grunde er beregning af bestemte integraler og lgsning
af differentialligninger henlagt til bind 3. 1 denne serie.

Egentlige databehandlingsmetoder. som sortering. o. 1ign. omtales ikke 1
denne bog. Vi har enkelte procedurer hertil, og de vil eventuelt senere
blive omtalt andetsteds.
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2. L@SNING AF LINE£LRE LIGNINGER

2.1. Linewre Ligninger og Matrixinversion,

- Som indledning til dette kapitel giver vi fgrst et meget elementoort
eksempel paa et problem, der kan formuleres som et s®t linemre ligninger.
Vi foretager tre indkgb hos en kgbmand. . Fgrst kdber vi 3 appelsiner,
4 banener og 5 citroner og betaler ialt herfor 4.19 kr. Derefter kgber vi
6 -appelsiner, 2 bananer og 5 citroner til-en samlet pris af L.13 kr. Og
endelig kgber vi .1 appelsin, 7 .bananer og Ut citroner til 4.17 kr. Op-
gaven er nu at beregne prisen paa 1 appelsin, paa 1 banan og pas 1 citron.
Kalder vl de ukendte priser for A, B og C, kan vi formulere det som tre
ligninger:

3xA + BxB + 5xC = 4,19
6xA + 2xB + 3xC = 4,13
1xA + TxB + bxC = 4,17

Vi kan ogsaa skrive de tre ubekendte som x[1], x[2] og x[3], altsaa et
talswt: array x[1:3]. Ligeledes kan selve talkoefficienterne og priserne
pee hgjre side skrives som et andet talswt: array a[1:3, 1:4]. De tre
ligninger bliver da: ;

al1,11xl1] + alt,2]exl2] + a1 3]ex(3] = al1,b]
al[2,1]xx[1] + a[2,2]xx[2] + a[2,3]xx[3] = a[2,4]
al3,11xx[1] + a[3,2]xx[2] + a[3,3]xx[3] = a[5,4]

Iad os nu antage, at vi foretager denne indk#gbsserie hos mange for-
skellige kgbmend, men altid med de samme tre kombinationer, altsaa fgrst >
appelsiner, L bananer og 5 citroner, o.s.v. Vi ser da, at talswmttet
al[1:3, 1:3] vil vere det samme for alle indk#bssmt, medens hgjresiderne
sandsynligvis wvil variere fra den ene k¢gbmand til den nmste.. Det er da
mere praktisk at operere med de to talsst A[133, 1:3] og B[1:3]. Nu kan
ligningssystemet skrives saaledes: '
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A[1,1]nx[1] + A[1,2)xx[2] + A[1,3]xx[3] = B[1]
Al2,1]=x[1] + A[2,2]xx[2] + A[2,3]xx[3] = B[2]
A[5,1]xx[1] + A[3,2]xx[2] + A[3,3)xx[3] = B[3]

Her skal ligningerne lgses for et bestemt talsst A og forskellige vesr-
dier af elementerne i talsmttet B.

Talssttet A kaldes en matrix, og man kan vise. at det normalt er muligt
at omregne den givne matrix A til en anden matrix, c[1:3, 1:3], der be~
tegnes som den inverterede metrix svarende til A, og saaledes at 1gsning~

erne nu kan skrives som:

x[i] .= c[1,1]=B[1] + c[1,2]xB[2] + c[1.,3]=B[3]
x[2] := c[2,1]=B[1] + c[2,2]xB[2] + c[2,3]=B[3]
x[3] = c[3,1]=B[1] + c[3.2]xB{2] + c[3.3]=B[3]

Vi ser, at elementet C[r, s] er et maal for, hvor stor en del af 1gs—
ningen x[r], som hidrgrer fra B[s]. Man siger igvrigt, at vektoren x[1:3]
fremkommer ved matrixmultiplikation af matricen cl1:3, 1 3} med den anden
vektor B[1:3],

Problemet kan altsaa formuleres paa to maader: enten en direkte be-
nandling af talsmttet a[1:3, 1:4] eller en invertering af A til C med paa~
f#lgende multiplikation med B. Da invertering af. en matrix ogsaa kan
bruges. til andre ting end netop.lgsning af linesmre ligninger, vil.det vmre
mest praktisk at arbejde med invertering som en standard-procedure. - I de
meste to sektioner viser  vi dels en.procedure til direkte lgsning af et
1igningssystem (LINEQ1) og dels en procedure til invertering (INVERT2).

2.2, Gauss-Elimination med Delvis Pivotering.

Vi gennemgear fgrst taleksemplet ovenfor med de tre ligninger:

(1) 3.A + 4xB + 5xC = L.19

(2) 6xA + 2xB + 3xC = L.13
(3) 1xA + TxB + LxC = 4,17
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Vi har altid lov til at gange en ligning med en vilkaarlig faktor
(4 0) og f.eks. addere resultatet til een af de andre ligninger. incipe
pet 1 Gauss-eliminationsmetoden er nu det, at vi vil omdanne den oprinde-
lige matrix:

>3 5
6 2 3
1 T L

" ti1 en anden matrix med nuller under diagonalen:

Her er z, -u og V nye elementer. Fgrst skal der skaffes et nul paa 6
tallets plade. Det sker ved at addere -2x(ligning 1) til ligning 2:

3 L 5 4,19
0 -6 =7 4,25
1 T L b.17

Derefter adderer vi -1/3x(ligning 1) til ligning > og faar:

> L 5 k.19

-6 . ~7. 4,25
0 5.6667  2.3333 2,7733

hvorved der er skaffet nul paa 1:tallets plads. - Den sidste operation
bliver at faa nul 1 stedet for 5.6667, og det sker ved at addere 5.666T/6x
(ligning 2) til ligning 3:

O "6 "’7 - ")4’025
0 0 <4, 2778  -1,2406

Skrevet helt ud er ligningerne nu:
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b,19

(1) 3xA +ixB +5xC =
(2) ~6xB ~TxC = -k ,25
(3) i 27780 = ~1.2406

Her kan vi straks finde C af ligning 3 til C = 0.29.

Dette indsmttes

{ ligning 2 og vi finder B = 0.37. Endelig indsmttes B og C 1 ligning 1

og vi finder A = 0,42, : .

___Vi kan nu diskutere selve ALGOL-proceduren LINEQ1l, der Ilgser et sw®t
ligninger ved Gauss—elimination. Proceduredeklarationen er:

procedure LINEQ1 (N, a, x, NOSOLUTION);

integer N;

N G L0 A

array a,; Xj

label NOSOLUTION;

s D e

begin.

integer P, 1. J3

real M;
for . p =1 step 1 until N -~ 1 22 y

o S

begin

for i s=p+ 1 step 1 until N go

o o

begin

Lf alp,p] 4 0 fhen go to 12
1f ali,p] 4 0 then go to L1y

ROOCEDCT TR G T

if 1 <N then go %o L3;

GO TS ) D D IRy

go to NOSOLUTION; -

Lig for j = p step 1 until N + 1 dg

s

o 0 G D

end of row exchange;

go to L3y
12: if af1,p] = O then go_to L3;
M := -a[t,p)/alpip];.
£2£ J 3= ptl step 1 until N+1 do
| al1,3] s=al1,3] + Maalp,dl;
152 end for 1ij

end for p;

DG




if a[N,N] = O then go to NOSOLUTION;

for p := N step -1 until {1 gg

begig
x[p] := a[p,N+1] 3= a[p,N+1]/a[p.p];
if p= 1 then go to Ihs

i

fgg 1 := p~1 step -1 until 1 gg_
a’[ilN+1] : a[iIN+1] - X[P]xa[i,p]
end for second p;

Ik: end LINEQ-1;

Proceduren har de fire parametre:

N: Antallet af ligninger og. ubekendte.- '
a: Talmaterialets gzzgz,a[lsN..13N+1],
x: Den sggte l@sning: array x[1:N].

NOSOLUTION: BEn etikette, hvortil der hoppes, hvis lgsningen ikke kan
findes. Dette forklares nmrmere nedenfor.

. Proceduren bestaar af de to dele: nulstilling under diagonalen og den
baglens substitution. Nulstillingen sker med for-smtningen:

for p := 1 step 1 wmtil N-1 22

som behandler ligning 1, 2, ccceceeoy N=1, For hvert gennemlgb vil fore
swtningen:

for 1 := p+1 step 1 until N 22

behandle de nedenunderstaaende ligninger, idet den beregner faktoren
M := -a[i,p)/a[p,p];
og adderer Mxligning-nr° p til ligning nr. i med for-swmtningen:

for J := p+l step 1 until N+1 do

al1,3] :=a[t,3] + Mxa[p.j];
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Den baglsns substitution sker med for-smtningen:

for p := N step -1 until 1 do

-Hvis der under nulstillingen opstaar den situation, at et diagonal-
element er nul, vil proceduren foretage en.ombytning af to raakker.' sag-
ledes at dette nul kommer vmk fra diagonalen. . Betegnelsen delvis pivote-
ring dmkker denne rwkkeombytning. - Den er ngdvendig, fordi faktoren M ikke
kan beregnes, hvis diagonalelementet er nul (a[p.p] = 0).

Hvis to af ligningerne er helt ens eller kun adskiller sig ved en
konstant faktor, er der ikke ligninger nok til at bestemme alle N ube-
kendte. Under nulstillingen vil dette vise sig paa den maade, at vi ikke
kan faa fjernet et nul-element fra diagonalen. - Proceduren foretager da et
fejludhop til etiketten: NOSOLUTION, som tegn paa, at ligningssystemet
ikke kan lgses..

Her er et primitivt eksempel .paa et program indeholdende proceduren
IINEQ1. Det lmser fra en inputstrimmel verdien af N, samt talszttet
a[1:N, 1:N+1] og trykker blot resultatet: x[1:N]. '

bggir_l ggx_l_n‘ggnt lgsning af lineaxe ligninger;

integer N, k;

comment library LINEQ1g
1ms(N) ;

begin

"-;;EZ x[1 °N]. a[1:N, 1: N+1]
ms(a);
LINEQ1(N, .a, x, ERROR);
for k := 1 step 1 until N do
begin
trykvrs -
tryk({-n.dddad ~da$, x[k])
end for kg
go o BX;
ERROR: skrvvrg
. skrvtekst( {<ERROR}) ;
EX: end indre blok

EEE program;

i

—=




Bemmrk, hvorledes.N indlmses i den ydre blok,. medens talsmitene x og
a, hvis gremser afhanger af N, deklareres i den indre blok, efter indlms-

ning af N, . e . - : e i

Proceduren LINEQ1l virker 1 de fleste tilfmlde tilfredsstillende, - men
ikke altid. Hvis et diagonalelement ikke.er nul, men meget lille, sker
der ingen rmkkeombytning. Faktoren M bliver meget stor, og naar ligning p
adderes til ligning no. i med:

al1,3] = al1,3] + Mxa[p,J];
er de oprindelige i-elementer forsvindende . i sammenligning -med de nye ele-
menter med M-faktoren, og man fasr daarlig regnengjagtighed. Som eksempel

giver vi de fire ligninger:

2.000001

1@”6 1 1 1

1 2 1 1 5
1 1 2 1 5
1 1 1 2 5

hvor alle de ubekendte har den eksakte lgsning: 1. Med LINEQ1 finder

vi:

x[1] = 0.998L
x[2] = 1.0026 .
x[3] = x[4] = 0.9987

Lignende fejl opstaar, hvis man har et ligningssystem som ovenstasendey
men med et stort element i den gverste.trekant afwmatricenv(ovér diagona«
len). -. Det anbefales derfor ikke at bruge proceduren LINEQ1, men i stedet
inverteringsproceduren i det fglgende afsnit.
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2.5, Matrixinversion med Fuld Pivotering.

Proceduren INVERTZ beregner den inverterede matrix svarende til en
opgivet matrix: array a.Li N, 17311].) I princippet anvendes samme eliminae
tionsmetode som i LINEQ1, men proceduren vil nu foretage passende om-
bytninger af rmkker og sgjler 1 matricen, saaledes at vi hele tiden faar
det stgrst mulige element paa diagonalen. Der bruges to lokale talssmt:

integer array p, a[1:m];

til at holde regnskab med hvilke rwkker og sgjler, der er ombytiet. Naaxr
proceduren er fardig, er matricen: a.erstattet af den inverterede matrix.
Den oprindelige matrix er gaset tabt. De ombyttede yemkker og sgjler er
byttet tilbage igen.

Foruden de to parametre: n og a er der to andre parametre:

resl eps;
label ERROR;

o O P

Hvis et diagonalelement bliver mindre end - eller __lig med. eps, Selv
efter at det stgrst mulige er anbragt paa dets plads, vil proceduren gaa
til etiketten: ERROR.. En passende verdi for eps kan f.eks. vere ,110-8,
men vil afhsnge af stgrrelsesordenen af matricens elementer. @nsker man
ikke at udnytte denne fejludhopsmulighed, kan man smtie eps .= 0, og faar
da normalt ikke fejludhop. Men er -der fare for at ligningerne slet ingen
1gsning har {nvis to af ligningerne er ens eller proportionale). bgr
fejludhoppet udnyttes, da resultatet ellers vil vare helt forkert. Det er
ogsaa vigtigt paa denne maade at kunne fange tilfelde, hvor der .er lige
ved ikke at vmre nogen lgsning, altsaa hvis to af ligningerne er nmsten
ens. eller rnmsten proportionale. Man siger, at matricen eller ligningssy=-
stemet er daarligt bestemt (ill-conditioned).

Deklarationen for INVERTZ er:




A I R T T e e e n

procedure INVERT2(n, a, eps, ERROR);

value n, eps;

integer n;

real eps;
array &;

real pivot; z;

integer array p, a1 :n];

array b, c[1:m];

for k := 1 step 1 until n do

begin.
pivot := O
{3:5 i :=k step 1 until n 92

for j := k step 1 until n do

if abs(a[1,3]) > abs(pivot) then

pivot :=afi,j];
plk] :=1;
alk] := 3
end;
if abs(pivot) < eps then go to ERROR;
if p[k] % k then .
for J =1 step 1 until n do
begi_r_l
z := a[p[k], jl;
alplk], 3] := alk,3];
alk,3] ==z
end for J;
if a[k] ¥ k then
for 1 3= 1 step 1 until n do

begin

Tz =alt, alk]];
alt, a[k]] = ali,k];
al[i,k] =2

end for i;
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for j s= 1 step 1 until n do

begln

1f §.= k then

begin
b[§] := 1/pivot;
cl3] =1

end

else

begin
b[3] == - al[k,j]/pivot;
cl3] s=alg k]

end;

alk,3] = alj.k] =0
end for J; '
for 1 =1 step 1 until n do

zgg J =1 step 1 until n 22
al1,9] = a[1.3] + c[1]xb[4]
end for k;
for k 3= n step ~1 until 1 do

begin

o e D a G

if plk] # k then

§g§ i := 1 step 1 until n do
begin

z :=al[i, plk]];
al1, p[k]] = a[1,k];
a[i,k] = Z

end;

1f alk] £ k then

for j :=1 step 1 until n do

Vo

I

z := ala[k], §1;
ala[k], 3] :=alk,§];
a[k.j] = Z
end J
end k
end INVERT2;

e — e e
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. Proceduren INVERT2 er oprindeligt lavet .af H. Rutishauser og offent-
liggjort af Schwarz (1962). Afprgvningsresultater er offentliggjort af
Naur (1963). Vi har ikke underkastet den nogen yderligere analyse. - -

Vi kan omskrive det lille program pas side 16, saa det indeholder
INVERT? istedet for LINEQ]:

begin comment l@gsning af linemre ligninger;

-"-i-_‘r:lge_;er E, k, m;

comment library INVERT2;

1ms(N);

begin
array X, b[1 :N], al1:N, 1 N],
laes(a.)
INVERT2(N, =, 110—8. ERROR) ;
les(b) 3 L
29_5 k =1 step 1 until N gg

begin

x[k] =

for m := 1 step 1 until N do
x_[k] 1= x[k] + a[k.m]x'b[m],
trykvr;- . . B
tryk({-n.dddad ~ad}, x[k])
end for k;

—eyas

go_%to EX;
ERROR: skrvvr;
.. skrvtekst( {<ERROR}) ;
EX: end.indre blok

end programg;

e

Som fgr indlsmser vi fgrst N, men derefter kun den.kvadratiske matrix,
som inverteres. Endelig indlmses hgjresiden: b [1,:N], Vi bruger ingen
speciel procedure til at udfgre matrixamltiplikationen efter inverteringen.
Det er jo blot:

form = 1 step 1 until N do

x[k] = x[k] + a[k.m]xb[m],
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nvor x[k] skal nulstilles fgrst. Verdien af k styres af den ydre for-
swtning, som vi ogsaa lader styre trykningen af x[k].

_ Proceduren LINEQL kan ikke bruges for N = 1, mén det kan INVERTZ godt.
Inverteringen bestaar da blot af at det ene element 1 matricen erstattes
af den reciprokke verdi af elementet. Inversionen er alisea degenereret
til en division.

I

2,4, Tromlelagring. |
|

|

|

'Med proceduren INVERT? kan man i GIER invertere en matrix a[1:N, 1:N]
hvor N ikke overstiger ca. 25. Det ngjagtige tal afhsnger af hvormangé
andre varisble, der skal vere plads til i lageret samtidigt.

For stgrre matricer maa man . bruge tromlelagring. Hertil bruger vi
proceduren INVERTS, som inverterer en matrix lagret pea tromlen, men
igvrigt virker pes samme maade som INVERT2. Den tidligere parameter: a

af typen array falder bort og erstattes af de to integei“ parametre
aplace og astep. Matricen skal vere lagret reokkevis pea tromlen, saaledes
at tromleplads for r®kke nr, r er:

aplace + rxastep

Rekkerne opfattes altssa som enkelte arrays af dimensionen [1:n]. = Normalt
vil man have, &t n = astep. Men man kan ogsaa bruge astep > n. I saa
fald mas rekkeelementerne vmre placeret i1 Dbegyndelsen af de faktisk an~
vendte arrays: [1 s:as‘c.ep]o |

Deklarationen af INVERT? er:

procedure INVERT3(n, aplace, astep, eps, ERROR);

value n, aplace, astep,; eps;

integer n, aplaée. asteps;

real eps;

label ERROR;

begin
integer i, §. k, 11, pk, gk; . :
real pivot; N

R |




integer array p. q[1:astep];
array b, ¢, R, S[1:astep], EL[1:1];
procedure ROW(r, T, from); )

value r, from;

integer r;
boolean from;
erray T;
begin
tromleplads := aplace + rxastep;
if from then fratromle (T) else tiltromle (T)
end ROW; ,
procedure COL(c, T, from);

value c, from;

integer c;
boolean from;

array T;
for 11 :=1 step 1 until n do
begin

tromleplads := aplace + (1i-1)xastep + c;
if from then
begin
fratromle(EL) ;
?[11] = EL[1]
end ] ]
SE?—
begin .
EL[1] == T[11];
tiltromle(EL)"
929
EEQ COL;
procedure EXROW(r1, r2);
value rl, r2;

integer r1, r2;

begin ,
ROW(r1, R, true);
ROW(r2, S, true);
ROW(r2, R, false);
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ROW(r1, S, false)
end EXROW;
procedure EXCOL(c1, c2);
value cil, c2;
integer c1, c2;
begin
COL(ci, Ry true);
COL(c2, 8, %rue);
COL(c2, R, false);
coL{ci, S, false)
end EXCOL;
for k s= 1 step 1 until n do
begin
| pivot := O;

2951 8=kste£1mtiln§g
begin R
ROW(i, R, true);
£g£j zﬁksggiuntilngg
it abs(R[j]) > avs(pivot) then
begin
pivot = R[3];
plk] =15 -
afk] =4
end if
end for i;
1f abs(pivot) < eps then go to ERROR;
pk = p[k];
if pk # k then EXROW (k. pk);
ak := qf[k];
if gk # k then EXCOL (k, qkx)s
for § =1 stegimtilng_.g

begin
ROW(k, R, true);
if § = k then
begin
bl3] = 1/pivot;
eld] =1
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end

else

begin
v[3] = - R[3)/pivot;
tromleplads := aplace + (Jj~1)xastep + k;
fratromle(EL);
c[3] s= BL[1]
end if not;
R[J] = EL[1] := 0;
tromleplads := aplace + (J-1)=astep + k;
tiltromle(EL);
ROW(k, R, false)

end for j;
£g£ i =1 step 1 until n do
begin

ROW(i, R, true)
225 J 3= 1 step 1 until n do

R[3] = r[3] + c[i]xb[ﬂ,
ROW(1i, R, false)

end for 1
end for k;

for k
begin
Pk
if
qk
if

= n step -1 until 1 do

= p[k];

pk 3 k then EXCOL(k, pk);
= qlk];

ak # k then EXROW(k, gk)

} EEQ for k
EEQ INVERTS g
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2.5. Diskussion af Program LINEAR EQUATIONS-4,

Vi har et specielt program, LINEAR EQUATIONS-4, som lgser N linesre
ligninger med N vubekendte, For N < 25 bruges INVERT2 og for N > 25
INVERTS . -

I appendikset viser vi inputspecifikationerne til dette program, samt
en typisk resultatrapport og selve AIGOL~programuet,

Der er fem datagrupper i inputmaterialet. Gruppe 0 og 1 er forside
og overskriftsdata, der er ens for nmsten alle vore programmer.

Gruppe 2 indeholder 6 beregningsparametre. N er antallet af ubekendte
eller matricens dimension: [1:N, 1:N] og NRS er antallet af hgjresider,
som skal behandles semmen med den samme koefficientmatrix. Hvis NRS = O,
gnsker man blot matricen inverteret, men ingen 1¢sning &af linewre lignin-
ger. Endvidere er der en parameter til at bestemme, om den indlmste matrix
skal gemmes uforandret til nmste sektion eller vi kan lagre den inverterede
matrix oveni den originale, Det sidste er ngdvendight for N 2 62, da der
ellers ikke er plads til begge matricer. To andre parametre bruges til
styring af trykning af den originale og den inverterede matrix.

Programmet indeholder en indbygget veordi: eps = 1,0-12| som den mindste
tilladelige verdi af et diagonalelement under inverteringen., Bliver et
diegonalelement mindre end eps, faar man fejludhop fra INVERTZ eller
INVERT? og inversionen kan ikke gennemfgres. Resultatrapporten vil da
indeholde bemwrkningen:

ERROR IN MATRIX INVERSION

og man mea da gentage beregningen med en lavere vardi af eps. Det er det
sidste inputtal i datagruppe 2.
Gruppe 3> er matricen: a[i Ny, 1 sN]. og hgjresiden specificeres som

gruppe 4.
Den hgjeste verdl af N med en enkelt hgjreside er N = 88, Er N for
stor, vil resultatrapporten indeholde bemwrkningen:

Too many equations

og der fortsmttes straks med nmste beregningssektion,
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Det viste beregningseksempel bestaar af lgsning af 10 ligninger med
10 ubekendte, Matricens elementer er valgt tilfmldigt: og hgjresiden er
tilpasset sealedes at alle de ubekendte er ngjagtigt 1. Den stgrste fejl
i lgsningerne er cg. 5,;5. Et lignende eksempel med N = 88 (moksimm af
programmets kapacitet) findes som GIER-beregning nr. 7934, Rapporten
fylder 53 sider og beregningen tog ca. 4 timer.

Det fremgaar af det viste ALGOL-program, at den yderste blok i pro-
grammet indeholder 5 sideordnede indre blokke. Disse bruges til:

1, Forside og overskrift

2, Indlmsning og trykning af den originale matrix
3., Inversion med INVERTZ

4, Inversion med INVERT>

5. Trykning af den inverterede matrix og lgsningen
6, Trykning af eps.

Vi knytter et par kommentarer til ALGOL~-programmet.

Brugen af stop-e og indlmsning af datagrupper til bestemte tromle-
kanaler kommer ikke rigtigt til sin ret i dette program, da matricen og
hgjre-siderne meget let kan Zfylde mere end een kanal. Det har derfor
voret ngdvendigt enkelte steder at anbringe en besynderlig sstning:

for j := lmstegn while tegn ¥ 53 do;
som blot lmser videre pas strimlen til det nmste stop-e er m@dt.

Matrixelementer eller vektorelementer, som er eksakt nul, trykkes uden

decimaler.
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3., APPROKSIMATION MED POLYNOMIER

3.1, Problemstilling,

For en begynder i programmering wvil den hyppige anvendelse af poly-
nomier i regnemaskineprogrammer kréve en nmrmere forklaring .

I bind 1, side 35, saa vi et eksempel paa beregning af entalpl ved
hjelp af et fjerdegradspolynomium i temperaturen: T:

H 3= a0 + Tx(ail + Tx(a2 + Tx(a3 + Txalt)));

Entalpien, H, er matematisk set en funktion af den uafhmngige variable,
T, og da polynomieudtrykket kun indeholder regneoperationerne addition og
multiplikation, er det meget hurtigt at beregne talveerdien af polynomiet
for en kendt verdi af T.

Hvis man af teoretiske grunde havde vidst, at entalpien f.eks. adlgd
fglgende lovmessighed:

H = axexp(T) + bxsin(TA2);

ville det have veret mere naturligt at beregne H efter dette udtryk.
Hertil maa dog straks bemmrkes to vigtige forhold. For det fgrste vil
regnemaskinen altid beregne vardien af exp(T) og sin(T) og lignende funk-
tioner ved hj®lp af et lille polynomium i1 T med nogle faa koefficienter.
For det andet kan man sas godt som altid omskrive et kompliceret udtryk
indeholdende standardfunktioner %il en rekkeudvikling i den uafhengige
variable, f.eks. ved hjslp af Teylors formel.

Vi kan give fglgende almindelige regler for, hvorledes man fremskaffer
et funktionsudtryk, som skal indgaa som led i et regnemaskineprogram.

1. Hvis man ad teoretisk vej kender et funktionsudtryk, kan man bruge
det umiddelbart, som det er.

2., Hvis man som den modsatte yderlighed absolut intet aner om funk-
tionsafhwngigheden, wvil det normalt vere ngdvendigt at anstille forsgg for
at bestemme udtrykket,

3. Vi vil ikke diskutere forsggsplanlsgning i almindelighed i denne
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bog, men blot bemerke, at der eksisterer veludviklede statistiske metoder
hertil. Her vil man ofte begynde med at finde ud af, hvilke uvafhexngige
" variable, der skal indgas i funktionsudirykket. Dette kan i princippet
udfgres ved at lave en forsggsimkke, hvor hver af de mistmnkte variable
gives to verdier, en hgj og en lav, og den statistiske analyse vil da
fortmlle, om der er en signifikant afhengighed, Analysen kan let. udvides
til ogsaa at inkludere hgjere potenser af de uafhmngige varieble, 1idet
disse simpelthen kan opfattes som nye uafhmngige variable.

lt, Near den undersggte funktion foreligger som en tabel, der giver
sammenhgrende verdier af den eller de uafhsngige variable og funktionen,
kan man benytte standardmetoder til bestemmelse af det bedst mulige poly-
nomium, som reproducerer tabelverdierne. Disse omtales i de fglgende af-
snit, Vi skal dgsaa se eksempler paa, hvorledes man sommetider bgr trans-
formere de variable, inden polynomiet beregnes.

3.2, Mindste Kvadraters Metode.

Vi skal nu undersgge, hvilket kriterium man kan opstille, for at et
beregnet polynomium passer saa godt som muligt til en foreliggende funk-

tionsafhangighed.
lad os antage, at der er opgivet nedenstasende tabel over x og Y.




x y
300 2k13
400 3323
500 L4365
600 5549
700 6871
800 8321
900 9887
1000 11560

1100 13320
1200 15170
1300 17100
1koo 19090
1500 21130

Her er x temperaturen i grader Kelvin og y entalpien 1 keal/kgmol af
metan.

Ved de mindste kvadraters metode forlanger man, at sumen af kvadra-
terne paa fejlene i de 13 punkter skal vere minimum. Fejlen 1 et punkt er
differensen mellem det fundne polynomiums veerdi i punktet og den opgivne
y-verdi i punktet., Hvis vi dividerer kvadratsummen med antallet af
punkter (minus 1) og tager kvadratroden, faar vi middelfejlen i punkterne,
og man kan derfor sige, at de mindste kvadraters metode giver minimum af
middelfejlen,

Der findes ogsea et andet muligt kriterium: minimm af den stérste
fejl. Dette har navnlig interesse, hvis man @gnsker at gengive en analytisk
funktion, f.eks. exp{x), indenfor et givet omraade. Her kendes funktions-
verdien eksakt i alle punkter, og man kan gnske en polynomietilnsrmelse,
hvor den stgrste f-eJ.l er saa lille som mulig, eller mindre end en opgivet
tolerance. Dette kriterium giver anledning til brug af de saskaldte
Chebyshevske polynomier. Ved reproduktion af funktioner, der er givet som
tabeller, er det nmppe rimeligt at minimalisere maksimumsfejlen i de til-
fwldigvis kendte punkter, da der Jo udmerket godt kan vare stgrre abso-
lutte fejl udenfor de opgivne punkter. De approksimationsprocedurer, der
omtales her, er udelukkende baseret paa de mindste kvadraters metode, og
de Chebyshevske polynomier har hidtil ikke wmret brugt ved GIER-installa-
tionen hos Haldor Topsge.
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3.2.1, Linewre funktioner af een variabel, Som et simpelt eksempel
pas. de mindste kvadraters metode giver vi nu proceduren: FIT1, som finder
en linesr tilnsrmelse (et foérstegradspolynomium) til funktionen y = £(x).
Det tilmermede udtryk skrives simpelthen:

y =38 + be;
Deklarationen af FIT1 er:

procedure FITi(n, meanerror, &, b, X, ¥)3
value 1
integer n;
" real meanerror, &, bs
BITBY *1 V3
begin
.integer J3
real SX, SX2, SY, SXY, SY2, DEN;
SX = 8X2 3= 8Y 3= SXY := 8Y2 = O
for j =1 step 1 until n do
begin
SX 3= SX + x[j]s
SX2 = SX2 + x[jJA2;
SY :=8Y + y[J]s
SXY = SXY + xfj]xy[jl;
8Y2 = 8Y2 + y[3]42
ends |
DEN := nxSX2 - %2;
a 3= (SX2xSY-SXxSXY)/DEN;
b = (nx8XY-SXxSY)/DEN ; » | |
. meanerror := sqrt{(SY2+( 2xSXx8YxSXY-nxSXYA2-SX2x8YA2)/DEN)/(n-1))
end of FIT-1

Proceduren behandler de to talset x, y[i:n], altsaa en tabel over x og y
med n verdier, f.eks. som tabellen side 30. Den beregner de to koeffi-
cienter, a og b, samt middeifejlen, meanerror. Beregningsmetoden kan for-
klares saaledes:

Fejlen 1 punkt nr. i er:




=52

a + bax[1] = y[i]
og fejlens kvadrat:

(a + bxx[1] - y[1])42
Summen af fejlkvedraterne bliver:

SFK := (a + bxx[1] = y[1])42
+ (a + bxx[2] - y[2])42
+ coecoo o '

©oo0000

+ (a + bxx[n] - y[n])42

Naar talsmttet x og y er givet, er SFK en funktion af de to variable
a og b, Betingelsen for at SFK bliver minimm er, at de to partielle dif-
ferentialkvotienter af SFK med hensyn til a og b bliver nul. Vi beregner
differentialkvotienterne:

dSFK/d& = Zx(a + be[i] - y‘[i])xi
+ 2x(a + bxx[2] - y[2])x1

* 000000

00 Q000

+ 2x(a + bxx[n] - y[n])xi
dSFK/db = 2x(a + bxx[1] - y[1])=x[1]
+ 2x(a + bxx[2] - y[2])xx[2]

900000

0006000

+ 2x{a + bxx[n] - y[n])=x[n]

Vi smtter nu de to differentialkvotienter til nul, dividerer 2-taller-
ne vok, og sumnerer. Vi indfgrer ogsaa sumbetegnelserne:

8X o= x[1]+ x[2] + cceccocccccec. + x[n];

8X2 = x[1I2 + x[2]A2 + socccoooos + x[n]h2;
8Y == y[1] + y[2] # ccoccocovocaoo + ylnl;

sxy = x[1]xy[1] # x[2]xy[2] + cco. + x[nlxy[n];




De to nulbetingelser bliver da:

nxa + bhxSX -~ 8SY = 0
a.xSX + bxSX2 - SXY¥ = C

a 3= (5X2x8Y - SXxSXY)/DEN;
b := (nxSXY - SXxSY)/DEN;

hvor nmvneren, DEN, er:
DEN := nxSX2 - (8X)A2;

Disse formler er brugt i proceduren, der i det vwsentlige bestaar af
en for-smtning til beregning af summerne og den afsluttende beregning af a
og b. Vi ser, at proceduren yderligere indeholder en summation af kvadra-
terne .paa y-verdierne, samt at man paa basis heraf kan beregne middel-
fejlen, Formlen herfor vil dog ikke blive forklaret nmrmere. :

Et eksempel paa brugen af FIT1 er vist nedenfor i program d-1T4. Pro-
grammet lmser x-y-tabellen side 30 og finder tilnmrmelsen: i

y &= - 357501 + 15»775:0(;

som naturligvis er langt fra at vaere tilstrmkkelig ngjagtig til en normal
anvendelse.

Programmet er:

Progrem d-17%. Brug af FITi.
begin
integer 1;
ae;g“; a,; b, meanerror, yber;
array X yl1:13];
comment library FIT1;
for 1 := 1 step 1 until 13 do lms(x[i], y[i]);

FIT1(13, meanerror, a, b, X, ¥);




trykvrg

tryktekst( <

trykvr;
for i s=1 step 1 until 13 do

begin

X

y.inp.

trykvr;
yber = a8 + bxx[i];

 tryk({-ndadad}, xf1i], y[1], yber, yber - y[1])

end for i;
trykvr;
trykvr;
tryk( {-nddd .d000}, tryktekst({<a: ) Y I
tryktekst({< be
tryktekst({< middelfejl:
- trykvr
end programs;

?)I bl

Resultatudskriftén er:

x y.;inp.

300
400
500
600
700
800
900
1000
1100
1200
1300
1400
1500

2413
3323
4365
5549
6871
8321
9887
11560
15320
15170
17100
19090
21130

as  =3575.1

Yiber

1159
2736
L3k
5891
7468
90L6
10623
12200
13778
15355
16932
18510
20087

bs

° Fe.jl

-1 254

185
-168
-580

-1043

15.775

y,ber. Fejl});

}) .\ meanerror);

middelfejl:s

681 .08




3.2,2, Linewmre funktioner af flere variable, Proceduren FITi kan let
udvides, saaledes at den kan finde en linesr tilnmrmelse til en furktion
af flere variable. En funktion af to variable kan vi skrive saaledes:

y 3= y0 + x1xel + x2xc2;

De to uvafhsngige variable er xi og x2, og funktionen er y. Som et
eksempel tager vi materialet fra fglgende tabel:

y x1 x2
k3,92 k10 280
38.18 Lho 300
3%.20 Lho 2ho
30,57 460 260
39.68 20 260
38.95 430 280

Her er y ammoniakligevagtsprocenten som funktion af temperaturen, x1,
og trykket, x2. De seks vardier er plukket ud af tabellen side 16 i Kjmr
(1963b) .

Proceduren FIT2 kan bruges til at finde en linesr tilnmrmelse til en
funktion af een eller flere variable. Deklarationen er:

procedure FIT2(var, obs, x, y, xmean, ymean, ycalc, coef, coeferror,
meanerror, tol, ERROR);
E&E var, obs, tol;
integer var, obs;
real ymean, meanerror, tolj
aYTAY X, Y: Xmean, ycale, coef, coeferror;
label ERROR;
begin
integer 1, Ju k;
real ym, mean, xj. ci yc;
array SXX[1:var, 1:var], SXY[1:var];
ym = mean = O ’
for j = 1 step 1 until var do xmean[j] := O
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for i =1 step 1 until obs gg

begtn
ym t= ym + y[1]/obs;
for J =1 step 1 until var do
xmean[,j] 3= xmean[j] + x[1, ]/obs

end for is”
for §j =1 step 1 until var do
begin

sxy[j] == 05

for k s= 1 step 1 until var do SXX[J, k] == ©
~end for Jj . |
for 1 := 1 step 1 until obs do

for j ¢= 1 step 1 until var do

begin
x3 = x[1, 3] - xmean[j];
sxy[4] &= sxx[3] + xix(y[L] - ym);
for k' = 1 step'1 until ver do

sxx[j, k] o= SXK[4, k] + xdx(x[i. k] - mean[k])

end for j;

BWE'RTZ(var. SXX, tol, ERRGR)
for j =1 step 1 until var do
begin

¢ 3= O
for k =1 step 1 until var do -
c :=c + SXX[J, k]xSXY[k],
coef[3] = ¢ -
end for J;
for 1 3= 1 step 1 until obs do .
begln
yc o= ymg
for J =1 step i until var do
ye = yc + coef[J]x(x[1, J] - mean[d])
yeale[1] = yei -

_mean :="mean + (yc - y[1])42
end for 1 )
mean 3= sqrt(mean/(cbs-var-1));
for J 3= 1 step 1 until var do




coeferror[j] := meanxsqrt(SXX[Jj. jl);

ymean = ymj
meanerror = mean
end FITZ;

Proceduren har -fglgende formelle parametre:

integer var: Antallet af uafhmngige variable.
integer obs: Antallet af tabelvmrdier. .
axray x[1z0bs, 1 svar|:  Det givne talsst af uafhmngige variable.
g_g_;g_:;_f y[1:0bs]: - Det tilsvarende swt funktionsverdier.
array xmean(1 3var]: Middelverdierne af hver af de uafhmngige

' ' variable, Beregnes af proceduren.
real ymean: Middelverdien af funktionsveerdierne. Bereg-

. v nes ogsaa af proceduren.
array yealc [1 2o'bs]:: Dette er de funktionsverdier, som proceduren
- beregner i hvert punkt ud fra det fundne
- linewre udtryk.
array coef(1:var]: De beregnede koefficienter til de uafh=ngige
' - variable i det linesre udtryk.
array coeferror(1 svar]: Middelfejlen paa coef-verdierne. Beregnes

_ af proceduren,
real meanerror: Den beregnede middelfejl pea funktionsverdi-

erne.,
real tol: Det mindste tilladelige dlagonalelement ved
_ matrixinversionen.
label ERROR : - Fejludhopsetikette, hvis et diagonalelement

bliver mindre end tol.

Beregningsmetoden er taget fra Fisher (1948), pag. 156.

Fgrst beregner vi middelwerdien af hver af de uafhmngige variable,
xmean, og middelverdien af y-werdierne, ymean. Den linesmre tilnmrmelses-
funktion kan da skrives:

y 3= ymean
+ coef[1]x(x1-xmean[1])
+ coef[2]x(x2-xmean[2])

+ 0,8.Vo




Verdien af koefficienterne findes derefter ved 1lgsning af et s®»t line-
mre ligninger, der for var = 3 ers

cééf[i]xsxx[i.i] + coef[2]x8xX[1,2] + coef [3]xs0x[1,3] = sxyY[1]
coef [1]xSKX[2,1] + coef[2]xSxx[2,2] + coef[3]x8xx[2,3] = sXY[2]
coet[11:83K[3,1] + coer[2]xSxX[3,2] + coef[5]x8XK([3,3] = sX¥[3]

I metricen SXX[1:var, 1svar] findes elementet sxx[j, k] ved summation
af: i -

(x[1,§] - xmean[3])a(x[1,k] - xmean[k])

for 4 =1 +til 1 = obs, Medens vi i FIT1 kunne klare os med et enkelt tal
(8X2) for swmen af x-kvadraterne, masa vi 1 FITZ have lalt verA2 verdier
of SXX. I hgjresiden SXY[1:var] af ligningssystemet fremkommer elementet
[$9.04 [J] ved summation af: ;

(x[1,4] - xmean[3])x(y[1] - ymeen)

for i =1 til 1 = obs.

Matricen SXX inverteres med proceduren INVERT2, og de sggte koeffici-
enter findes ved multiplikation af den inverterede matrix med vektoren
sXY,

Proceduren finder derefter den beregnede y- . yeale[i], 1 hvert
punkt ud fra det linemre udtryk og summerer fejlenes kvadrater:”

meanerror = meanerror + (ycalc[i] - y[1])42;
Middelfejlen findes derefter ved at dividere med antallet af punkter,
eller for at vmre helt korrekt, antallet af frihedsgrader: obs - var - 1,
og kvadratroden uddrages:

meanerror := sqrt(meanerror/{obs-var-1));

Som forklaret i ovennmvnte reference kan man beregne middelfejlen paa
de enkelte koefficienter som:




coeferror[j] := meanerrorxsqrt(SXX[j,jl);
hvor SXX[§.,j] er diagonalelementet i den inverterede matrix. ,
Vi giver nu et simpelt eksempel paa brugen af FITZ, Program d-175,
som er vist nedenfor, lmser tabellen side 35 og finder den linemre til-

nermelse
y 2= 116,72 - 0,23451xx1 + 0.08263xx2;
Programmet er:

Program d-175. Brug af FITZ.
begtn
integer 1i;
real ymean, meanerror; ‘
array y, yealc[1:6], x[1:6, 1:2], xmean, coef, coeferror[1:2];
comment library FITZ; ] -
comment library INVERT2;
for i := 1 step.1 until 6 do
es(y[1], x[1, 1] x[1, 2]);
FIT2(2, 6, x, y, xmean, ymean, ycalc, coef, coeferror, meanerror,
1,512, E)j
trykvr; 7 _
tryktekst({< y.inp. y.ber. TFejl x1 x2});
trykvr; '
for 1 :=1 stepluntilégg
begin
trykvr;
tryk({-nddd.da}, y[1], yeale[1], yeale[1] - y[1]);
tryk({-naada}, x[1, 1], x[1, 2]) - -

end for ij
trykvr;
trykvr;
tryk( {~ndd.ddddd}, tryktekst({<yo: }).

ymean ~ xmean[1 Jxcoef[1] - xmean[2]xcoef[2],
trykvr, ' , - -
tryktekst{ {<cis }), coef[1],
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tryktekst{ {< +}), coeferror[1],

trykvr, . -

tryktekst( {<c2; }), coef[2],

tryktekst({< +}), coeferror[2]);

trykvr; )
E: end programg;

Resultatudskriften er:
yiinp. yiber. Fejl xi x2

45,92 43,71 -0,21 Lio 280
38,18 38,33 0,15 W40 300
33,20  33.37 0.17 ko 20
30,57 30.34 ~0.23 k60 260
39.68 39,72 0,04 420 260
38,95 39,02 0,07 430 280

yo: 116,72552
cls =0.23451
23 0.08263

0,00599
0,00500

i+

i+

De beregnede middelfejl paa de to koefficienter er vmsentlig mindre
end selve koefficienterne, og derfor tydeligvis signifikante. Der findes
statistiske metoder til at afggre koefficienternes paalidelighed. Metoden
i FIT2 betegnes igvrigt ofte for en regressionsanalyse, og koefficienterne
kaldes regressionskoefficienter.

3,2,3, Diskussion af program PA-6, Proceduren FIT2 er indbygget i
program PA-6, som i almindelighed finder en linesr tilnsrmelse til et op~
givet s®t verdier af en funktion af een eller flere variable. I appen-
dikset vises inputspecifikationerne til PA-6 og en typisk resultatrapport,
samt selve ALGOL-progranmet.

Af de fire datagrupper er gruppe O og 1 som sadvanligt forside og
 overskriftsdata. Gruppe 2 indeholder antallet af uvafhongige variable, an-
tallet af observationer (punkter) samt korrektionstyperne. De sidste kan
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bruges til at give oplysning om man vil have transformeret x-verdierne
eller y-verdierne. Hvis vi har en funktionsafhengighed:

Y s= Axxifnil xx24pn2xx34n3 ;

beder vi programmet om at tage de naturlige logaritmer af baade x-verdier-
ne og y-verdierne; inden den linemre approximation beregnes. Funktionen
bliver da:

1n(Y) = 1n(A) + nixin(xi) + n2x1n(x2) + n3=1n(x3)

og potenserne nl, n2 og nd bliver lig med regressionskoefficienterne.

Gruppe 3 er det egentlige datamateriale, hvor oplysningerne om hvert
 punkt skrives som en linie med et identifikationsnummer, y-verdien og x-
verdierne.

Det viste beregningseksempel giver i sektion 1 det samme eksempel som
vist side 4O, Sektidn 2 viser et eksempel pas approximation af et po~-
tensudtryk. Man bemmrker, at middelfejlen paa ¢3 er vmsentlig stgrre end
selve ¢3, som derfor slet ikke er signifikant.

AIGOL~-programmet indeholder fire sideordnede blokke:

1. Forside og overskyift.
2, Indlmsning.

3. Beregning.

., Trykning.

Det bemsrkes, at brugeren af programmet ikke skal opgive nogen minie
mumsverdi, tol, af diagonalelementet ved invertering af matricen i1 FIT2,
Programmet prgver med tol = 110-,8. og hvis der saa fremkommer et fejludhop,
multipliceres tol med 110-34. og man begynder forfra med FIT2,

Bemeork ogsaa, hvorledes der i trykningen er indsat en udskrivning af

det formelle udseende af funktionsudtrykket.
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3.3, Anvendelge af Ortogonale Polynomier.

3.5.1,.. Ulemper ved almindelig regressionsanalyse med hgjere potenser. .
Med proceduren FITZ kan vi finde et linewmrt tilnsrmelsesudtryk til en gi-
ven funktion,; f.eks.:s

y = y0 + cixxl + c2xx2 + e3xx3g

hvor vi har tre uafhmngige variable. Hvis vi i stedet for gnsker at finde
koefficienterne i et polynomium af een variabel, men med hgjere potenser,
f.eks.:

¥ = yO + clux + c2xxfp2 + cI3xxf33

kan man ggre dette ved at lade som om, at de hgjere potenser er andre uaf-
hengige varisble:

xi = x
x2 = xp\2;
x3 = X33

0o

Hvis vi beregner x1, x2 og x5 saaledes, kan de tre koefficienter, c¢i,
¢2 og ¢5 straks findes med FIT2,

Men der opstasr alvorlige vanskeligheder, nsar graden af det sggte
polynomium i x bliver hgj. Da verdierne af x, xh2, xA3 0.8.v. vil afvige
mere og mere fre hinanden, Jjo stgrre potensen bliver, vil elementerne i
matricen SXX (see side 38) ogsaa blive meget forskellige. Inversionen af
8XX bliver‘da ungjagtig, og ved tilstrekkelig hgj potens bliver den inver-
terede matrix helt forkert. Vi har illustreret dette forhold med program
d~17> vist nedenfor.

Program d~173. Sammenligning af POLY-1 og FIT-2,
begin
 integer 1, & J;

r_e_&l_ ERROR, Y, ymeen;

array X, y[1:13];
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comment library FITZ2;

comnent library INVERTZ;

comment library POLY] s

for 1 := 1 step 1 until 13 do lms(x[i]. y[i]);
tryktekst( {<

Grad  Middelfejl

}

POLY~1 FIT-2
. -
for g := 1 step 1 until 7 do
begin
trykvrs
tryk(§-ndd}, &);
trylanl(h) s
begin
array a[0:g];
POLY1(13, g, X, ¥\ X, &, false);
ERROR := O;
for i := 1 step 1 until 13 do
begtn
Y 3= O3
for J := g step ~1 until O do
Y = Yxx[1] + a[3];
 ERROR := ERROR + (y-y[i]m

end for i , :
,tryk({-ndddd.d}. sqrt(ERROR/12))
end POLY-1 blocko
begin
array xx[1°15. .g], xmean, coef, coeferror[i .g]. yca.lc[i 013]9
for 1 := 1 step 1 until 15 do -
for j s= 1 step 1 until g do
xx[i, 31 = x[11h5; |
FIT2(g, 13, xx, y, xmean, ymean, ycalc, coef, coeferror, ERROR,
1,20, E1);
tryk( {—-ndddd d}, ERRORxsqrt(1-g/ 12))

go_to Fig

s tryktekst( {G'EJL}) 3

S end FIT-2 block




end for g

sx_r_n-:_l programs

Programmet behandler det samme inputmateriale som program a-174 (side
33), nemlig metans entalpi ved forskellige temperaturer. Nu lader vi
programmet beregne et polynomium af stigende grad:

Grad: Polynomiumg

i yO + elxx

2 yO + elxx + c2xx42

3 . yO 4+ clxx + @2;&3{4{\2 + GZ)%W
0.8.Vo

Beregningen sker med FIT2, idet vi sstter x2 lig med x42, x3 lig med
A3, 0.8.V.

Programmet beregner og trykker middelfejlen paa det beregnede polyno=
mium 1 de opgivne punkter, og til sammenligning udf@res ogsaa en beregning
af approksimationspolynomiet med proceduren POLY1; der benytier ortogonale
polynomier, og som omtales nedenfor. Ogsaa her beregnes middelfejlen.

Resultatudskriften er:

Grad  Middelfejl
POLY-1 FIT-2

i 681i.1 681.1
2 67.6 67.6
3 b7 L7
4 3.3 15.6
5 2.7 88k.7
6 1.1 493174
1 1.1 88415.9

Vi ser, at de to metoder giver samme ngjagtighed op til graden 3, men
saa begynder fejlen med FIT2 at vokse, og allerede ved graden 5 giver FIT2
et daarligere resultat end en simpel linesr tilnmrmelse. Brugen af orto-
gonale polynomier bgr derfor foretrmkkes.
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3.3.2, Ortogonale polynomier for een varisbel. Proceduren POLYi.
Brugen af ortogonale polynomier +til approximationsberegninger hos Haidor
Topsge gaar tilbage til brugen af DASK, hvor vi havde adgang til et ap-
proksimationsprogram for funktioner af een variabel, udarbejdet af P.
Mondrup. Senere har J. Adriansen udvidet metoden til flere variable. Det
vil fgre for wvidt at give nogen dybigaaende matematisk forklaring paa
metoden her, men der henvises til Ascher og Forsythe (1958), - Cadwell
(1960) og Lapidus (1962), pag. 332, Vi vil derimod forklare den praktiske
brug af procedurerne, samt visse programmeringsmmssige finesser i dem.

Vi omtaler f@rst proceduren POLY1, der benyttes til funktioner af een
variabel. Deklarationen er:

procedure POLY1(N, P, x, y, w, a, WEIGHING);
integer N, P;
boolean WEIGHING ;
array X, ¥y« Wi 83
begtn
integer Jj.: ki nj
resl alfa, beta, XPROD, YPROD, SQ, SQSUM, .0IDSQSUM, R, oldag
array error, orpol, oldorpol[1:N], cora[-1:P], oldcora[OsP];
{ggngaistegiun‘tilmgg ’ -
begin
error(n] = y[n];
orpol[n] &= 05 -
oldorpol!:n] 3= ]
end of initial setting;
alfa = olda := cora[~1] := O;
beta := OLDSQSUM 3= 1;
for k 3ﬂ09te21unt.ilP§9_

begin
XPROD := YPROD := SQSUM = O3
gg_gn g= 1 stegilmtilmg.g

Tgegin

error[n] := error[n] - oldaxorpol[n];
R = oldorpol[n]xbe'té.g

oldorpol[n] = érpol[n]g
R := orpolfn] := R + orpol[n]x(x[n] + alfa);
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if WEIGHING then R := orpol [n]xw[n]3
SQ = Ruorpol[n];

SQSUM
YPROD
XPROD

s= SQSUM + SQs. .
s= YPROD + Rxerror(n];
s= XPROD + SQxx[nJ -

end for nj

a.[k] 2= olda = YPROD/SQSUM;

oldcora[k]
coralk] = 1
ig k>0 then.

s= O3

£g£ J = k=1 step -1 until O do

begin

R 3= betaxoldcora[J]

oldcora[;j] 5= cora[J];

cora[j] s= alfaxoldcora[j] + R + cora[j-1];
alj] =al3g] + oldaxcora[j]

end for j;

beta := -SQSUM/OLDSQSUM;
OLDSQSUM := SQSUM;
alfa = -XPROD/SQSUM

sz_r_;.g. for k
2‘1_;2 POLY-1;

De formelle parametre i POLY{ er:

integer N:
integer P:
array x[i 3N] 3
array y[1:N]:
array w[1:N]:

- array a[0:P]:

Antallet af tabelverdier (punkter).

Den gnskede grad af polynomiet.

Tabelverdierne af den uvafhsngige variable.

De tilsvarende funktionsverdier.,

Tebelverdierne ken forsynes med vegte. w[i] er
vaagben for punkt nr. i.

De sdgte koefficienter i polynomiet. For den
aktuelle veordi, X, af den uvafhmngige varisble er
polynomiet:

af0] + a[1]xx + af2]xXh2 + coooo. a[Pl4P
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‘t_)_o_ﬁsgg WEIGHING: Denne indswsttes som\}g_%;e_. hvis man gnsker at bruge
vegtene w[l :N]. ellers indswttes den som ga._lgg 1 Og man behgver da slet
ikke at have noget array w[1:N], men kan f.eks. skrive talswttet x[1:N]
pea dets plads, saasledes som vi har gjort det i program d~173 (se side 42),
som viser en typisk anvendelse af POLYi..

. Virkemaaden af POLY!1 vil ikke blive omtalt her, men 1 forbindelse med
proceduren POLY8, der som en underblok indeholder de samme beregninger,
som foregear i POLY1.

Vi bruger ingen swrlig procedure +til beregning af polynomiets veerdi,
Y, for en opgivet wveordi af X og ud fra de fundne koefficienter, a. Det kan

f.eks, gfres ssaledes:

Y = 0

for J = P step «1 wntll O do

Y = YaX + afj];
hvor J er en integer varisbel. Skal det fundne polynomium indbygges fast
i . et andet program, er det mest praktisk at skrive koefficienternes tale
vordl direkte, uden brug af a~talsattet:

H = = 19625,11 + Tx(3.359595 + Tx
(8.h959o5n-3 + Tx(-7.112638w~7 - Tx2.5h8678n~10)));

Proceduren POLY1 er indbygget som vmsentlig bestanddel af program PA«8,
der omtales nedenfor (afsnit 3.3.7).

35, Beregning af polynomier af mange variable. Proceduren POLYT.
Fgr vi studerer, hvorledes man beregner koefficienterne i et polynomium af
flere variable, er det praktisk at undersgge, hvordan man beregner tal-
verdien af det fwrdige polynomium for aktuelle verdier af de uafhmngige
variable.

Som et i1llustrerende eksempel velger Vi beregning af et poiynorium i
to variable, x1 og x2, og skriver det fgrst som:




y = 1,234 + 2.345xx1 + 3.456xx142
+ L4, 567xx2 + 5,6T8xx1xx2 + 6,789 xxl,f\ZxXZ
+ T.890xx242 + 8,901 xx1 xx242 + 9 c012xx142x%x242 5

Som smdvanligt vil man helst undgea at skrive potenserne udtrykkeligt
og i stedet bruge parenteser. Dette giver metode 23

y o= (((9.012xx1 + 8.901)xx1 + T.890)xx2
+ (6,789xx1 + 5,6T8)xx1 + U4.567)xx2
+  (3.456xx1 + 2.345)xxi + 1.23U;

Bemeerk, hvorledes koefficienterne nu stasr i den omvendte rwkkefglge.
Hvis der er mange koefficienter, er metode 2 stadig noget upraktisk., Man
kan ggre det 1idt kortere ved at ggre hver rwkke til et procedurekald. Vi
faar da metode 3:

begin
real factor;
procedure P(a2, ai, 20);
value a2, al, a0g
real a2, a1, al;
begin

o=t )

y s=y + ((aZxxi + ai)x}ﬂ_ + aO)nfactor;

factor := factor=x2
end Ps
y = 03
factor = 1i;
P(3.456, 2,345, 1.234);
P(6.789, 5.678, ¥,567);
P(9.012, 8,901, 7.809)

end;

Ved beregning af flere smaapolynomier af to variable er metode 3 ret
bekvem, selv om de ekstra procedurekald er noget tidskrwvende.

Hvis de ni koefficienter pas een eller anden maade er opstaaet som et
rigtigt talswt: array coef[0:2, 0:2], er beregningen let. Metode k:
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begin
integer 1, J;
real R;
y 2= 03 : »
for 1 i= 2 step -1 wntil O do
begtn
R := O;
for § = 2 gtep -1 untAl O do
R := Rxxl + coef[1, J];
y :® yxx2 + R ’
end for 1

end;

Men vanskeligheden bestaar i1 at faa tildelt verdier til talsmttet
coef[0:2, 0:2], nsar disse kendes pas forhsend, Det er meget ugkonomisk
at indsmstte verdierne udtrykkeligt:

coef[0,0] := 1.23k4;
coef[0,1] = 2.3L45;
coef[0,2] := 3.456;
coef[1,0] := 4,567

OBV,

Det er noget bedre at indsmtte verdierne med en procedure, som vist 1
bind 1, side 110 og 242, Den bedste metode er formentlig at indlmse talw-
sottet fra en datastrimmel, enten under selve beregningen eller under pro-
grammets udarbejdelse. som vist 1 bind 1, side 245,

De her viste metoder er stadigvek upraktiske for meget store polyno-
mier, og 1s®r hvis man 1 samme program gnsker at beregne polynomier med
et forskelligt antal variable. Man vil ogsaa gerne kunne beregne polynoe-
mier med en afkortet koefficientmatrix, f.eks.:

coef[0,0]  coef[0,1]  coef[0,2]
coef[1,0] coef[1,1] -
coef[2,0]




uden at de tomme elementer tager plads op.
Proceduren POLYT er velegnet for store polynomier. Deklarationen er:

real procedure POLYT(var, i, first, X, dplace);
value var, first, dplace;

j,_gze_gg_ﬁ var, i,; first; dplace;
real X; |
begin \ - - ;
;T_:gl}__gggz countl, count2, INDEX, ROW, COLi, COLMAX, row, col;
real RES, 51, X1, X2;
array XX, SUM[1:var], DATA[0:39];
procedure NEW DATA 5° -
begtn
tromleplads := dplace;
dplace = dplace + fra tromle(DATA);
counti = 39
end NEW DATA ;
procedure CcUT(high, low)g
integer high, low;
begin
high = low3i00g
low := low - highx100
end CUT;
X1 = X2 = 0;.
£g£ counti := 1 step 1 until var gg
begin
i 3= firgt + counti = 13
XX[counti] s= X;
SUM[counti] = Oj
if countl # 1 then Xi ;= }(X[‘l];
if countl = 2 then X2 ;= XX[2]

end for countlg

counti = -1

L1: if counti < O then NEW DATA;
COLMAX = DATA[countfl];
counti = counti - 13
CUT(COL1, COLMAX)
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CUT(ROW, COL1);

CUT( INDEX, ROW);

81 = 03

for row = 1 step 1 until ROW do

begin
RES := O3
for col := 1 step 1 until COL1 do
begln
if counti < O then NEW DATA;
RES := RESxXi + DATA[counti];

countl = countl — 1

end for col;
Si := S1xX2 + RES;
ig coLt < CUINMXZEQEB COL1 3= COL1 + 1
end for row;
for count2 = 2 step 1 until INDEX do
S1 3= 81 + SUM[count2];
if INDEX = var then POLY] := 51

else

begin
SUM[INDEX] s= S1=XX[INDEX+1]s
for count2 ;= INDEX-1 step ~1 until 2 do
SUM[count2] s= 0;
go_to 11
end
end POLYT7;

De fem parametre er:

gntegefrvara ' Anxallet_af_uafhmngige variable. Det maa gerne vere 1.

integer i = En tm]lecelle, der forklares nedenfor,
integer first: Startverdien af i.
real X: Dette udtryk skal give de forskellige veordicr af de

oGy echery

wafhangige variable for forskellige vardier af twllecellen i. Hvis vi har
tre variable, og de uafhmngige variable er talsmttet XA[igij kan et kald
af POLY7 se saaledes ud: , '
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Z = POLY7(3, 1, 1, XA[1], dplace);
Det er Jensens device, der er brugt her.

- integer dplé.ce: Koefficienterne skal paa forhaand vere anbragt paa
tromlen med tfomlepla.ds lig med dplace for fgrste tal, og . de fglgende tal
lagret for lavere verdler af tromleplads. Koefficienterne er normalt
fremkommet ved et kald af proceduren POLYS, der afleverer tellene pea
tromlen. Paremetren coefplace 1 POLYS skal vere lig med dplace i POLY7
(med mindre man har flyttet tallene bagefter). N

Da POLY] skal kunne behandle polynomier af vilksarlig grad 1 de en~
kelte varisble, og da vi ikke har gnsket at give oplysninger om disse
grader iblandt de aktuelle perametre, har vi valgt at lade disse op-
lysninger stas sammen med koefficlenterne paa tromlen. Her staar fgrst
en celle med en styreperameter og derefter nogle koefficienter:

Celleindhold: Tromleplads
PARAMETER ' ~dplace
KOEFFICIENT dplace~1
KOEFFICIENT dplace-~2
KOEFFICIENT

Hvis der er mere end to uvafhmngige variable, fortsmtter listen med en
ny perameter, nogle flere koefficlenter, 0.8.v. '
Styreparametren er i virkeligheden fire perametre, som v1i Dbetegner

med ¢
INDEX, ROW, COL1, COLMAX

De er anbragt 1 en enkelt celle som heltallet:
1000000xINDEX + 10000xROW + 100xCOL1 + COLMAX

De koefficienter, som nu fglger efter parametercellen, skal opfattes
som en lille todimensional tabel, hvor ROW er antallet af rwkker, COL1 er
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antallet af sgjler 1 fdrste rwmkke, og COLMAX er det stgrste antal sgjler.
Hvis COL1 er mindre end COLMAX, ¢ges antallet af sgjler 1 an rekke med 1,
hver gang vi gaar fra een rekke til den nmste, indtil COIMAX er naaet.
Vi tager eksemplet:

INDEX ROW COL1 COLMAX
2 b 2 b

Der er her 4 rekker ialt. Fgrste rewkke har 2 sgjler, anden rwkke > sgjler
og de to sidste rekker har 4 sgjler. Dette giver udseendet:

W w W W
bW W b W
(o]
Lo

hvor Bwerne betegner koefficienterne, der naturligvis er forskellige.
Inden vi regner tabellen ud, ser vi paa de indledende mangvrer 1 procedu—
Ten.

Fgrst overfgres listen af de uvafhsngige variable til et lokalt talswmt:
XX[1:var]. Elementerne i et andet lokalt talsmt: SUM[1:var] nulstilles.

Da alle koefficienterne er fast lagret paa tromlen fra dplace og ned-
efter, maa vi have et lokalt talsmt, DATA[0:39], som talmaterialet kan
fgres over til. En ny portion paa 40 koefficienter og parametre kan hen-
tes frem med proceduren: NEW DATA.

Styreparametrene opdeles 1 de fire enkelte parametre med proceduren:
CUT. Hver rymkke i den +todimensionale koefficienttabel beregnes som et
polynomium i den fgrste uafhsngige variable: ¥x[1], som vi har skrevet som
X1 for at ggre det hurtigere: -

Rl = BxX1 +B
R2 :%: (BxX1 + B)xX1 + B

R3 = ((BxX1 + B)xXi + B)xXi + B
R4 o= ((BxX1 + B)xX1 + B)xXi + B

Resultatet af hver rmkkeberegning gemmes ikke som saadan, men bruges
direkte som koefficient i et polynomium i den anden variable: XX[2] = X2:
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§1 := ((R1xX2+4R2)xX2 + R3)xX2 + Rh;

Nu har vi altsaa beregnet et lille delpolynomium i - de to fgrste vari-
able., Til verdien af 81 adderes nu i{ndholdet af de tidligere beregnede

sunceller:
sUM[2], SUM[3], cocecen SUM[ INDEX ]

Cellerne er tomme fgrste gang. Hvis vawrdien af INDEX er mindre end
antallet af varisble (var), multipliceres S1 med verdien af den variable
nr. INDEX. + 1 og resultatet lagres som SUM[INDEX]. Sumcellerne fra
SUM[INDEX-1] og nedefter nulstilles. Derefter hentes neste parameter-
celle frem,  og beregningen fortsmzttes med den nmste todimensionale koef-
ficienttabel.

Naar INDEX bliver lig med var, er beregningen slut.

Et eksempel pea brugen af POLY7 er vist 1 nmste afsnit.

3.3+, Ortogonale polynomier for flere varisble, Proceduren POLYS.
Naar vi skal finde en polynomieapproksimation til en funktion af flere
variable, er forholdene langt mere kompliceret end ved funktioner af een
varisbel. Alene beregningen af polynomiets verdi er en kompliceret
affere, som vist i sidste afsnit.

For at ggre det en lille smule lettere at forstea, giver vi straks et
1ille simpelt eksempel paa brugen af proceduren POLYS +t11 beregning af
polynomiekoefficienterne og af POLY] til udregning af polynomiet. Vi vil
san bagefter gennemgaa POLY8, og 1ligeledes forklare et mere generelt pro-

gram, PA-T, med samme funktion.
Det simple program er:

Progrem d-176. Brug af POLY-7 og POLY-8.
begtn
integer xplace, zplace, coefplace, coefbot, drumbot, i, 3. k, 113
integer axray obslist, deglist[1:3];
axyTay xXx[1:3]3 -
comment libréary POLYT;
comment library POLY8;




xplace 3= tromleplads;
1ms(obslist) ;
1ms(deglist);
for 1 := 1 step 1 until 5 do
begin
array x[1:0b8list[1]];
lms(x) s -
t+11 tromle(x)
end for 1;
coefplace 3= tromlepladsg
zplace 3= 30003
for 1 := 1 step 1 until obslist[}] do
begin
array z[1°obslist[2]. 1 :obslist[1]];
1ms(z); T
drumbot := tromleplads := zplace - 1 + ixobslist[1]xobslist[2];
t11 tromle(z) - :
end for i
POLYS(3, 6, obslist, deglist, xplace, zplace, coefplace, coefbot,
drumbot, O, E);
Es_g__n
array x1[1sobslist[1]], x2[1:0bslist[2]], x5[1°obslist[3]]9
tromleplads := xplacé; T
fra tromle(xi)s
fra tromle(x2);
fra tromle(x3)
trykvrs R
for 1 := 1 step 1 until obslist[3] do
begin |
trykvr;
xx[3] == x3[1]; |
for § == 1 stép 1 until obslist[2] do

°

begin

. trykvr .
xx[2] = x2[3];

for k := 1 stép 1 until obslist[1] do

bggin

ws




xx[1] = x1[k];

 tryk({-ndd.aaaab, POLYT(3, i1, 1, xx[11], coefplace))

g;&for k

end for J

SEQ- for i
§,§§ blok:

Es ggg programsg
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Programmet l®ser en inputstrimmel med fglgende tal:

Ff
5 6 3
> 3 2

200 220 240 260 280
416 boh 432 L4ho

Loo 408

0 10 20

38,8210
36,8153
34 8732
32,9982
31,1934
29,4607

31,6245
29,9900
B LoTh
26 8795
25,4086
23,9965

25,4249
2t ,0996
22.8171
21,5798
20,3894
19 . 247k

40,9274
38,8940
36,9184
35,0047
33,1563
51,5760

33,3405
34,6841
30,0746
28,5155
27,0096
25,5590

26 .8176
254739
24,1690
22,9058
21,6864
20,5126

42.9013
40,8475
38 8457
36,9007
35.0163
35,1958

3l 9UTT
33,2752
31,6449
30,0608
28.5259
27,0430

28.1221
26,7648
25 41426
24,1586
22,9155
21, Tilk7

Ll , 7590
42,6906
40,6688
38.6987
36,7846
34,9301

36,4593
34, T754
33,1294
31,5254
29,9668
28 4567

29,3491
27,9822
26,6468
25,3463
2k ,0833
22 8603

46,5139
bl 1357
42,3990
40,4090
38.4705
36.5875

37.8863
36,1950
34,537k
32.9177
31,3398
29.8070

30,507k
29 ,13k41
27.7890
26 4754
25.196k
23,9546




og afleverer fglgende resultatstrimmel:

38.8209 . 40,9270 L42.9013 Uuk.7586 L6.5137
36.8149 38,8935 LO.84T3 42,6900 Lk 4353
34,8751 36,9181 38.8457 L0,6684 42,3088
32,9981 35.0044 36,9007 38.6983 Lo.4088
31,1930 33,1558 35.0160 36,7840 38,4700
29.4605 31,3757 33.1957 34,9297 36,5872

31,6243 33,3402 34,9476 36,4589 37.8860
29,9897 31.6836 33,2749 3h4.T7H9 36,1946
28,4072 30,0743 31,6449 33,1291 34.53T1
26.8793% 28,5152 30,0607 31.5250 32,917k
25.4082 27.0091 28,5256 29,9663 31,3394
25,9965 25,5587 27.0428 28,4563 29,8067

25,4247 26,8173 28,1220 29,3487 30,5071
24,0995 25,4734 26,7645 27.9816 29,1337
22,8169 24,1687 25.#1&25 26,6465 27.7887
21.5796 22,9055 2%.1585 25.3459 26,4751
20,3891 21.6859 22,9150 24,0828 25,1960
19.2472 20,5123 21,7145 22,8599 23,9543

Program d=176 behandler en funktion af tre variable, Fgrst indlmses
verdien af talswttet: obslist[1:3]:
obslist[1] := 5;
obslist[2] = 63
7 obslist[3] 3= 3;

Dette betyder, at der er 5 verdier af den fgrste varieble, 6 verdier
af den anden verisble og 3 werdier af den tredje. Vi skal da have alle
5x6x3 = 90 kombinationer af de tilsvarende funktionsvsrdier.

Derefter indlmses det andet talsst: deglist[1:3]:




deglist[1] &= 33
deglist[?j g= 33
deglist[3] = 2;

Det er de maksimale grader af polynomiet for hver af de tre variable.
Pt vilkearligt led i polynomiet kan skrives soms

© Bax1Ap1 =xx2Ap2xx34p>

og vi har da:

c O
FA T
d
I8

Summen af alle sxponenter er ogsaa begrmnset:
pl + p2 + p3 < degmax

Den gvre grense, degmax, er en parameter 1 POLYS, men er sat til 6 1 pro-
grammat, Kun de koefficienter, for hvilke ovennmvnte krav er opfyldt,

medtages i polynomiet.
Nu indlmses de 5 verdier af x1, de 6 verdier af x2 og de 5 verdler af

¥3, og de lagres i den gverste frie ende af tromlen og nedefter:
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Element veordi Tromleplads
x1[5] 280 xplace
x1[l] 260 xplace~i
x1[3] 240 xplace=2
x1[2] 220 xplace~3
x1[1] 200 xplace-tt
x2{6] hho xplace~5
x2[5] L32 xplace~b6
x2[4] Lol xplace~T
x2[3] Li6 xplace-8
x2[2] 408 xplace-9
x2[1] koo xplace-10
x3[3] 20 xplace=11
x3[2] 10 xplace=~12

x5[1] 0 xplace=13
De tre variable er:
x1: Tryk (atm.ebs.)
x2: Temperatur (gr.C)

x5: Molprocent argon.

Funktionsverdierne er ammoniakligevegtsprocenten. Disse indlmses nu
og overfgres til tromlen:




z!xi!jji
z[x1[11, x2[2],
z[x1[2], x2[2],

zlxi[1]. x2[1],
Z£XiL2Jn X2[1Jn
z[x1[3]. x2[1],
z(xi[b], x2[1],

50w

Q9 ©0Q 000
60000000

0000 OO0 O

Element veordi Tromleplads
38.8210 zplace
40,927k zplace + 1
42,9013 zplace + 2
Lk 7590 zplace + 3
x2[1], 46.5139 zplace + 4
36,8153 zplace + 5
38 8940 zplace + 6
25,9546 zplace + 89

Z[Xi[SJ, xQ[éJ. xj[ﬁ]]

Bemerk, hvorledes vl begynder twllingen 1 den fgrste variables index,
samt at funktionsverdierne anbringes pea voksende tromleplads,

Dersfter kaldes POLYS, scm beregner koefficienterne.
ter med tre for-smtninger indeni hinanden,
med POLY7 og <trykker den.
men kan findes 1 det typiske eksempel 1 program PA-T,

beregning (dog med normelisering af de variable).
Vi kan nu gennemgas proceduren POLY8, som har deklarationen:

Progranmet slut-

som beregner polynomiets wveerdi
De beregnede koefficienter bliver ikke trykt,

som udfdrer samme

procedure POLYS(var, degmax, obslist, deglist, xplace, zplace, coefplace,
coefbot, drumbot, cortype, FULL); .

Z%%EE var, degmax, xplace, 2place, coefplace, drumbot, cortype;

igﬁgggg vay, degmax, xXplace, zplace, coefplace, coefbot, drumbot, cortype;

integer array obslist, deglistg

label FULL;

begin

integer DEGFROD, DEGSQ, NDEG, DEGSUM, i, deg, outcell, outplace,

incell, inplaces

integer array plist, ilist[i:var];

array INDATA, OUTDATA[03:39];

procedure STORE(x) s

value X;

real X;
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begin “oco- oo
if outcell <: O then
b_g_n

tromleplads s= outplace;
til tromle(QUTDATA);
outplace = outplace + fra tromle(OUTDATA) 5 .
outcell = 39 - ' -
end if negatives
OUTDATA[outcell] @ Xg
outcell :=. Qutcell - 1
end STORE; '
real procedure INDOWN;
begin | L
if incell ( 0 then
begin ‘
tromleplads ¢= inplace;
inplace :® inplace + fra tromle(INDATA)
ineell = 39
end if negative;
INDOWN := INDATA[incell];
incell = ineell = 1

end INDOWN;
.real procedure INUP;

2253. e L
if Lpoall i 59 3&35
begly - } |
’ tramleplads 3= inplaceg
inplace :=.inplace ~ fra tromle(INDATA)
incell =0 "
end 1f highy :
INUP := INDATA|incell];
incell := incell + 1
end INUP; |
procedure DISPLAY(product. word, radix. cori. cor2)s
value product. eorl,. cor2§ '
ntege T product, cqgi; cor2;

| integer array word, redixg
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begin
integer J, ks
Word.e[ﬁ s= preduct - 1
for j = 2 step 1 until var do

‘g@gin
k = corl + radix[j-1];
word[3] &= word[j-1]:ks;
word[j=1] = word[j-1] - word[J]sk + cor2

end for j;

word[ver] s= word[var] + cor2
end DISFIAY;
DEGPROD = 13
" DEGSQ := NDEG := DEGSUM := 0;
for 1 =1 step 1 until var do

begin
deg 3= deglist[i];
DEGPROD := DEGPRODx(deg+1) s
DEGSQ = DEGSQ + (degd2 + 3xdeg + 2)32;
NDEG = NDEG + obslist[i]x(deg+i);
~ DEGSUM := DEGSUM + deg + 1
end for i
if 2«DEGFROD + DBEGSQ > coefplace - drumbot
then go to FULL;
begin comment calculation of ORPOL, POLC, and SSQPOL;
EEEQSQ polplace, orplace, ssplace, n, lim, LIM;
polplace = coefplace ~ DEGPROD - DEGSQ;
orplace := polplace - NDEG;
ssplace 3= orplace -~ DEGSUM;
gggi o= 1 stegiuntilvarg.g

begin
n := obslist[il];
deg 3= deglist{il;
lim ¢= degx(deg-@)iZg
LIM = 1im + 2xdeg + 33
begin comment Iinner blocks;
integer &, k, t;
ggg& A, B, D, F, Gg
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array x[1:n], ORPOL[~2:deg; 1], POLC[O:LIM], SSQPOL[0:deg];
integer procedure elem(p, a); - :

value p, Q3
integer p: Q5
elem 3= (P42 + 5xp + 6) 2 +q;
tromleplads := xplacej
xplace := xplace + fra tromle(x);
for k = 1 step 1 until n do
begin

ORPOL[~2, k] = 1;

ORPOL[-1, k] = O
end for kj
for t = O step 1 until deg do
begin

POLC[elem(t, t)] s= 1

POIC [elem(t~1, t)] := POLC[elem(t, =1)] = O
end for t; .
A 3= Og
B = F 3= 1g
for t 3= O step 1 until deg do
begln

SSQPOL[t] = G := 03

for k =1 step 1 until n do

P,S§_=

= ORPOL[t, k] = ORPOL[t~2, k]«B + ORPOL[t-1, k]x
(x[k] + &) “ :
D = DA2;
SSQPOL[t] := SSQPOL[t] + Dj
G = G + Dxx[k]
end for kj -
£_o_g e 3= t-1 step -1 until O do
mw[elem(tue)] 3= POIC[elem(t-i, e)]xA
+ POLC [elem(t~2, e)]xB + POLC[elem(t~1, e-i)]
B s= -8SQPOL[t]/F;
F = SSQPOL[t];
A 3= = GfF

end for t;
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tromleplads = gsplace := ssplace + deg + 1
+11 tromle(SSQEDL)
begin comuent orpol blocko

Spermen e oEes

array orpol[0sdeg, 1 l:n];
for k := 1 step 1 until n do
for + s= O gtep 1 until deg do
orpol[t, k] ¢= ORPOL[%t, k];
tromleplads := orplace " := orplace + nx{deg
41l tromle{orpol)
end orpol blockg

@egin,comment polc blocks
array pole[0: limj9
k = Oy
for t := O step 1 until deg do

for e = 0 step 1 until ¢ do

Degin
pole[k] 3= Eﬂlc[elem(t. e)]9
k =k +1

end for ¢ and e;
tromleplads := polplace := polplace + lim + 1
til tromle(polc)
53& pole block
end inner block

ggg for 1

end calculation of ORPOL etc.s
begin comment scanning of z-datag

boolean logcorg

integer base, basei, ni, degprod, nprod, NPROD, psumg
real SUM, FACTOR, Z;

array ORPOL[1 :NDEG];

logcor := cortype = i

NPROD = i

for 1 = 1 step 1 until var do NPROD ¢= NPRGonbslist[i]9
ni = obslist[ijg

basel == nix(1+deglist[i]);

tromleplads s= coefplace - DEGPROD - DEGSQ;

fra tromle(ORPOL) ;

+

1);
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outcell ‘g;~39;
'tromleplads sw outplace 3= coefplace;
fra tromle(OUTDATA);
for degprod := 1 step 1 until DEGFPROD do
begin
SUM ¢= Og
DISPLAY(degprod, plist, deglist, 1, 0);
incell := 40;
inplace :® zplace + 39;

psum 3= O

for 1 = 1 step 1 until var do psum := psum + plist[i];
Lf psum < degmax then '
_:t:_gr_ nprod = 1 step ni until NPROD do
begin

DISPLAY(nprod, ilist, obslist, O, 1);

FACTOR 3= 1;

base :» basei;

for i =2 step 1 until var do
begin
FACTOR := FACTORxORPOL[base+plist[i]xobslist[1] + ilist[i]],
base = base + obslist[i]x(1+deglist[i])
end for i;
base = nhplist[i];
for 1 := 1 step 1 imtil ni do
Begin
Z ;= INUP;
if logcor then Z s= 1n(Z);
SUM = SUM + ZxURPOLEbase+i]xFACTOR
end for 1
end for nprod;
STORE(SUM)
end for degprod;
tromleplads ;= outplace;
til1 tromle(OUTDATA)
end scanning of z~datag
begin comment division by SSQPOL;

integer degprod, base, basel;
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real FACTOR;

array SSAPOL[0 :DEGSUM-~1 ] 5

deg = deglist[i] + 15 basel 3= deg - 1;
tromleplads s= coefplace - DEGPROD - DEGSQ - NDEG;
fra tromle{SSQPOL)

outcell 3= 39;

tromleplads = inplace 3= outplace 3= coefplace;
fra tromle( OUTDATA} ¢

incell = ~ij

for degprod := 1 step deg Eﬂﬁii DEGFROD do
begin |
DISPLAX(&egprod. plist, deglist, 1, 0);
FACTOR := 13

base 3= deg;

for 1 = 2 step 1 until var do

begin
FACTOR 3= FACTOR=SSQPOL[base+plist[i]]:
base o= base + deglist[i] + 1
end for i; ’
ggg i = O step 1 until basel do
STORE( INDOWN/ SSQPOL[1 |/ FACTOR)
222 for degprod;

~ tromleplads 3= outplace;
til tromle{OUTDATA)

end division by SSQPOL;
begin comment calculation of b-coefficients;

integer degpri, dégprz. base, hi, pi, baseil, degi;
real SUM, FACTOR, &
integer array hlist, 1imlist[1zvar]§

boolean ranges

ayray PO.C[0:DEGSQ-1] ¢

for i =1 step 1 until var do

lim.list.[i} 5= d,eglist[i]x(deglist[i] +3)32 + 1y
tasel 3= 1imlist[1]s

degl = deglist[1];

tromlep&ads 3= coafplace - DRGPROD;

fra tromle(POLC) g
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outcell 3= 39;
tromleplads := outplace := coefplace -~ DEGPROD - DEGSQ;
fra tromle(OUTDATA) s
gggdegpri g= 1 ggggdeggx_lggmmmgg
begin -
DISPLAY(degprl, hlist, deglist, 1, 0);
for hi = O step 1 until degl do
begin
SUM := O;
inplace := coefplace;
incell = -1; .
for degpr2 = 1 step deg il DEGFROD do
 DISPLAY(degpr2, plist, deglist, 1, 0);
| range := true;
for 1 &= 2 step 1 until var do |
1f plist[1] < hlist[1] then range := false;
FACTOR 3= 1; -
‘base 3= ba.sei;;

if range then for 1 3= 2 step 1 until var do
FACTOR = FACTORxPOLC[base + plist[i]x(plist[1] + 1):2
' + hlist[i]]; - -
bege = base + limlist[i]

ﬁ{,’& for 1
for pi = O gtep 1 until degt do
begln
a ¢= INDOWN;
}_f; pl > hi A range then
SUM 3= SUM + axFACTORXPOLC[p1x(p1+1) 32 + h1]
% for pig -
end for degpr?;
STORE(SUM)
end for hi
g;ng for degprij
" tromleplads := outplace;
t11 teemle(OUTDATA)




L2:

end calculation of b-coefficients;
begin comment inversion of coefficients;

boolean out;

integer degl, deg2, prod, INDEX, ROW, ROWMAX, COL1, COLMAX,

degprod, degsum, Jj. kg
real Bs
incell 3= L40O;
inplace := coefplace - DEGSQ - 2xDEGPROD + L4O;
outcell := 39;
tromleplal 3= outplace 3= coefplace;
fra tromle( OUTDATA) ;
degl 3= deglist[1];
deg2 := if var > 1 then deglist[2] else O;
prod 3= (1+degl)x(1+deg?);
COLMAX 3= 1 + deglg
ROWMAX := 1 + deg?2; :
for degprod s= DEGPROD step - prod until 1 do
begin
DISPLAY(degprod, plist, deglist, 1, 0);
degsum = Oj

il

{25 i 3= 3 step 1 until var g._o_

degsum 3= degsum + plist[i];
INDEX = var + 1;
if degsum < degmax then
begin
if var > 2 then
for INDEX := 5 step 1 until var do
if plist[INDEX] > O then go to L2;
INDEX := var + 1;
INDEX := INDEX -~ 13
COL1 := COLMAX;
ROW 3= ROWMAX;
degsum = degmax - degsum + 1;
if ROW > degsum then ROW := degsumg
COL1 := degsum -~ ROW + 1;
if COL1 > COLMAX then COL1 := COLMAX;

STORE(COLMAX + 100xCOL1 + 10000xROW + 1000000xINDEX) ;

out 3= true
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end
else

out s= falses
for j = O step 1 until degl do

for k = O step 1 until deg?2 do

E o

begin
B := INUP; .
if out A B § O then STORE(B)
g_a_r_}g. for j. k
gz_z._d, for degprod;
tromleplads := outplace;
til tromle( QUTDATA ) ;
coefbot := tromleplads + outcell
end inversion of coefficients

gg.POLYSg

Parametrene 1 POLY8 er:

integer var: Antallet af varisble.

- integer degmex: Den maksimale sum af graderne i de enkelte variable.
integer array obslist[i:var]: Antallet af verdier af de enkelte vari-
able, )
integer array deglist[i:var]: Den maksimale gred af polynomiet for
" hver variabel. .
integer xplace: Vardien af tromleplads for sidste element 1 talssttet
" med verdierne af den f@rste varisble. De nmste variable er anbragt umid-
delbart herunder.
EBEC;.&EE zplace: Verdien af tromleplads for den fgrste funktionsverdi.
De n®ste er anbragt over denne plads, 1idet der tmlles fgrst 1 det fgrste
index. ‘ ’
integer coefplace: Proceduren anbringer de beregnede koefficienter
fra denne verdi af tromleplads og nedefter. Pladsen her benyttes ogsasa
| som arbejdslager, og bgr derfor g@res saa stor som muligt. '
integer coefbot: Naar proceduren er fordig med at regne, wvil koeffi-
cienternes tromleplads gaa fra coefplace til coefbot + 1. Vaerdien af

coefbot, som POLYS har tildelt, er den f@rste frie plads paa tromlen.
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integer drumbot: Dette er den laveste verdi af tromleplads, som pro-
ceduren mas have lov at bruge som arbejdscelle.

integer cortype: Denne kan specificeres som 0 eller 1. Hvis den er
i, vil proceduren tage den naturlige logaritme af. funktionsverdierne fgr
de indgaar i beregningerne. De sndres ikke paa tromlen. For cortype = O
sker der ingen korrektion.

ii’?iﬂ FULL: Hvis det ngdvendige antal arbejdsceller overskrider
coefplace -~ drumbot, kan beregningerne ikke gennemfgres, og proceduren
foretager et fejludhop til demne etikette.

I proceduren POLY8 benyttes fire lokale procedurer. De er:

procedure STORE(x). Denne procedure lagrer vwrdien af x.i elementet:
OUTDATA [outcell] og tsller 1 ned i parametren:. outcell. Talswttet
OUTDATA[0:39] bfuges som et smt lokale arbejdsceller. Hvis outcell bliver
negativ, overfgres talsmttet til tromlen, og de nmste lavere U0 celler
overfgres fre tromlen til talsmttet. '

real procedure INDOWN. Denne procedure henter det ns:ste tal:

INDOWN = INDATA[incell]

fra et lokalt talswt: INDATA[0:39] og tmller 1 ned i parametren: incell.
Hvis incell bliver negativ, overfdres de mmwste lavere U0 celler fra
tromlen til INDATA,

De to procedurer STORE og INDOWN udgdr en automatisk mekanisme, hvor
man hele tiden kan lagre eller hente det mmste element 1 et stort talsst,
som i realiteten er anbragt paa tromlen.

real procedure INUP, Denne ggr det samme som INDOWN, men itmller op i
incell og paa tromlen. Den bruges til at hente funktionsverdierne, som er
lagret ved stigende tromleplads.

procedure DISPIAY. Denne procedure er indfgrt for at undgas at skulle
‘behandle talsst af et ukendt antal dimensioner og programmering af et u-
kendt antal for-swtninger indeni hinanden. I det ovennmvnte eksempel med
tre variable har vi brug for at kunne vwdfgre ocperationer af typen:

for 13 3318%511111‘011322
for 12 :=istegiunti.16§.2
for 11 s= 1 step 1 until 5 do




begin

0Oe 0o BOO0O

A =4+ z[xi[11], x2[iz2], x3[13]]
xompoli[pi, iinérpolQ[Pgl 123,‘0??015[951 i§]§

DO0O OO0 OO0

ends

De tre tal 5, 6 og 3 er obslist[1:3]. Elementet orpoli[pi, 11] er det
ortogonale polynomium af graden pl for verdien xi[i1] af den fgrste veri-
able, og analogt for de to andre variable. Programstumpen er her skrevet
for +tre variable, men havde der vemret fire variable, skulle der have vmret
fire for-smininger indeni hinanden, z~elementet skulle have haft et index
mere og der skulle have varet yderligere en faktor orpolli[ph, ik].

Dette kan ikke skrives direkte 1 ALGOL, Vi omformer z-talsmttet med
de var dimensioner til et eendimensionalt talsmt og ligeledes omskrives
de var talsmt orpoli, orpol2, o0.8.v. til et enkelt talsmst med een dimen-
sion., Endelig omskrives de var for-s®tninger til en enkelt for-swtning,
som her gennemlgbes 5x6x3 = 90 gange:

for nprod = 1 steg 1 until 90 QQ,

ey

Vi benytter saa proceduren DISFIAY til for hver wverdi af nprod at
finde ud af hvilken wverdi i1, 12, 0.8.V. ville have haft, hvis vi havde
lavet det som var for-s®tninger. Som eksempel kan vi tage kaldet:

DISPIAY(nprod, ilist, obslist, O, 1);

Med ovennmvate veerdier af obslist (5, 6 og 3) vil vi  faa fglgende
verdier af ilist[1:3] (der skal bruges som ii, 12 og i13) for forskellige
verdier af nprods
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nprod ilist[1] 11ist[2] 11ist[3]
1 1 1 1
2 2 1 1
3 3 1 1
L b 1 1
5 5 1 1
6 i 2 i
2 2 1
90 . 5 6 3

Vi kan opfatte det paa den meade, at tallet nprod bliver omskrevet til
et andet tal 1 et talsystem med blandede grundtal, nemlig 5, 6 og 3, som
defineres af obslist. Hvis vi swtter:

obslist[1] == 12;
obslist[2] 3= 20; .
obslist[3] := vilkearligt, stort.

kan proceduren DISPIAY bruges til at omregne et givet antal pence til
pence, shilling og pund.

Grundtallisten i DISPIAY kan ogsaa vere listen over grader: deglist,
som 1 kaldet:

DISPLAY(degprod, plist, deglist, 1, 0)j

Bemeerk, at den laveste verdi af et element I plist er O, men i ilist
er det 1, Denne 1ille forskel behandles af de to sidste parametre (0, 1
eller 1, 0).

Proceduren POLY8 er inddelt i de fem blokke:

1, Beregning af ORPOL, POLC og SSQPOL.
2., Behandling af z-vmrdier.

3, Division med SSQPOL,

4, Beregning af b-koefficienter.

5., Omflytning af b-koefficienter.
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Skemaet paa nmste side viser, hvordan talsmttene er lagret pea tromlen
og hvilke talsmt, der bruges i de forskellige blokke.,
Hovedtalssttet er array a[1:DEGFROD], med DEGPROD givet ved:
DEGFROD := (1 + deglist[1])«x
(1 + deglist[2])x

°

(1 + deglist[var]);
Under dette er anbragt array polc [1:DPEGSQ] med DEGSQ givet ved:

DEGSQ := (deglist[1]42 + 3xdeglist[i] + 2);2
+ (deglist[2]42 + 3xdeglist[2] + 2)32
+ 0000000 ' B

bocoo00®

+ (deglist[var]42 + 3xdeglist[var] + 2);2;

Under dette talsmt bruges tromlen fgrst til lagring af de to talswst:
arrey orpol[1:NDEG], SSQPOL[1:DEGSUM] og derefter til talsmttet: array
b[1:DEGPROD]., Her er: -

NDEG := obslist[1]x(1 + deglist[1])
+ obslist[2]x{1 + deglist[2])

+ o806 000080

00060000

+ obslist[var]x(1 + deglist[var]);

DEGSUM := (1 + deglist[1])
+ (1 + deglist[2])
+ 000000 C a

o0 eoe®0 0O

+ (1 + deglist[var]);
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Tromleplads

Blok:
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Efter beregning af DEGPROD, DEGSQ, NDEG og DEGSUM kontrollerer proce—
 duren, at der er plads til tals®tiene, ellers hoppes til etiketten: FULL,

Blok 1. Beregning af ORPOL, POIC og SSQPOL, I denne blok beregnes
de. ortogonale polynomier for hver af de uvafhmngige variable. Funktions-
vordierne udnyttes endnu ikke. Blckken har en for-sstning:

gg_;_' is=1 steg i until var g_g

som behandler x-verdierne af hver af de uafhangige variable uden hensyn
til de andre vafhsngige variable, For hver vardi af 1 hentes det til-
svarende swt x-verdier frem fra tromlen som array x[1:n], hvor n :=
obslist[i]. I eksemplet ovenfor bliver det for i = 1 tallene:

200, 220, 240, 260, 280

Den maksimale grad, deglist{i], betegnes for nemheds skyld med: deg.
Vi skal nu beregne de tre lokale talsst: array ORPOL[-2:deg, 1:n], POLC
[0:LIM], SSQPOL[0:deg]. : , ) - ,

Elémentet ORFOL[t; k] er det ortogonale polynomium . af graden + for
x-verdien: x[k]. For n =05, deg = 3 og de fem x-vardier givet ovenfor
giver udregningerne:

ORPOL{t, k]:
ke 1 2 3 L 5

ts

-2 l |
-1 | l
0 | 1 1 1 1 1 |
1 | ko -20 0 20 Lo |
2 | 800 -400 -800 -400 800 |
3 | 9600 19200 0 -19200 9600 |
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De to fgrste rmkker (t = -2 og t = =-1) bruges kun under beregningen,
men lkke 1 de fglgende blokke., Efter beregningen af ORPOL er der derfor
anbragt en smrlig lille blok med = talsmttet: array orpol[O:deg,- 1:m],
hvis elementer smttes lig de tilsvarende elementer i ORPOL, og som.der-
efter overféres til tromlen, De enkelte orpol-talsmt for i = 1, 2, 0.8.V,
lagres lige under hinanden paa tromlen.

. Talswttet POIC indeholder koefficienterne til de ortogonale polynomi-
er, Det er i1 virkeligheden en  triangulsr matrix; men lagres som et
eendimensionalt talsmt. For at ggre det lettere at fglge, hvad der sker
under beregningen, skriver vi et element i POLC som:

POLC [elem(p, q)]

hvor elem er en integer procedure:

elem = (pf2 + 5xp + 6)32 + q;5

Den triangulsre matrix har grenserne [-1 sdeg, =1 8de$.]n og 1 tilfwldet
ovenfor med deg = 3 faar vi fglgende sammenhsng mellem p, q og elem:

elem(p, q):

-1 0 1

0 2 3

1 5 6 7 8

2 9 10 11 12 13
3 ik 15 16 17 18

Verdien af LIM i deklarationen array POLC[O:LIM] er:
LIM := (degh2 + Txdeg + 6):2;
Efter beregningen har vi ikke brug for elementerne med p = -1 og

q = -1 og heller ikke for linien over diagonalen, Vi laver derfor en
anden lille blok med talsmttet: array pole[0:lim] og lim givet ved:




lim := (degd2 + 3xdeg):2;

POLC~elementerne overfgres til polc—~elementerne og derefter til
tromlen., Elementerne i polc har da numrenes

elem(Px a):

p:

0 0
1 12

2 > b 5

3 6 7 8 9

Med x-verdierne ovenfor faar vi fglgende talverdier:

polc[elem(p, Q)J§

q: 0 1 2 3
Ds
0 1
1 240 1
2 56800 480 1
3 -13L97600 174440 -720 1

I det tredje talswt: array SSQPOL[O:deg] er elementet SSQPOL[t] sum-
men af kvadraterne pas ORPOL[t, k], summeret for 1 <k < n.  Dette talsmst
overfgres direkte til tromlen uden nedsattelse af stgrrelsen., Taleksemp~

let ovenfor giver:

SSQPOL[t]:
te 0 1 2 3
5 L 000 2240000 921600000

Beregningen af de tre talsmt ggres saaledes. Fgrst smttes startvar-
dier af ORPOL og POLC:




ORPOL[-2, k] = 1
ORPOL[~1, k] 2= ©

for 1 gkin. 0g 2
POLC [elem(t, t)] = 1
POLC [elem(t~1, t)] 2= O

POLC [elem(t, =1)] = O

for 0 < t £ deg. De fglgende elementer dannes derefter ved hj=lp af to
rekursionsformler. Den fdrste er:

ORPOL[t, k] := ORPOL[t~2, k]xB + ORPOL[t-1, k]x(x[k]+A);
Koefficienterne A og B er givet ved:

-(x[1]=0RPOL[t~1, 1]42 + x[2]=ORPOL[t~1, 2]42 +

A ¢=

cocesseo + X[n]xORPOL[t~1, n}42)

SSQPOL [ t=1 ]

SSQPOL[t~1 ]

SSQPOL{t~2]

o

SSQPOLLtJ ;= ORPOL[t, 1142 + ORPOL[t, 2]42 +
sooeceos + ORPOL[t, nJ/Lz

Den anden rekursionsformel er:

POLC [elem(t, )] := POLC[elem(t-1, e)]=A
+ POLC [elem(t~2, e)]xB + POLC[elem(t~1, e=1)]




Beregningen bestaar da af en for-swtning, hvor t gasr fra O til deg.
For hver ﬁ&rdi af t udfgres to andre for-sstninger. I den fgrste gaar k
fre, 1 til n, og den fgrste rekursionsformel udfgres, sammen med summation
af SSQPOL[t]. Den anden for-s®tning kontrolleres af parametren: e; som
gaar fra t-1 til 0, og som bruger den anden rekursionsformel.

Blok 2. Behandling af geverdier. I denne blok bruger vi z-verdlerne
og de var orpol-talsst, der er lagret paa tromlen, til at generere tal-
swttet: a[1:DEGPROD], ellers

a[0sdeglist[1], O:deglist[2], cceeccse
vosesasoy Osdeglist[var]]

Hvert a~element:

a'Epi! P2| PBI aooaoooo]
findes ved summation af produktet:

z[x1[11], x2[12], B3[13]i ccvccocsl
xOI‘pOllEpi; ii]kOI‘POl2[p2| iZJKOI’POl5[p3] iBJ*ooooaooo

for alle verdier af i1, i2, i3 o0.8.v. 1 omraadet:

1 < i1 < obslist[1]
1 12 < obslist[2]
1< 13 '€ obslist[3]

0.8:cVo

Som forklaret ovenfor, er de . var for<sstninger indeni hinanden, som
egentlig krevedes til denne summation, erstattet af en enkelt for-sstning
og brug af proceduren DISPLAY., Under beregningen er alle orpol-talssttene
arbragt 1 lageret som et enkelt stort talsst: ORPOL[1:NDEG], og de en-
kelte elementer heri findes ved beregning af deres index. |

For hvert a-element skal alle z-verdier gennemlgbes,; men hvis
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Pl + D2 + P53 + cccocco. 2 degmax

bliver a sat til nul og z-verdierne gennemlgbes ikke.

Blok 5., Division med SSQPOL, I denne blok divideres hvert awelement:

a[pt. p2, P3. oo;o?eool
med produktet:
SSQPOLi[pi]xSSQPOLQLPZJxSSQP015[P5Jx;;nooooo
Disse var talsst overfdgres fra tromlen og anbringes i lagerei sém eet
stort eendimensionalt talsst: SSQPOL[0:DEGSUM-1]. Efter division af a-

elementerne f@gres disse tilbage pas samme sted af tromlen.

Blok 4. Beregning af b-koefficienter. Her omdannes a-elementerne til
de egentlige polynomiekoefficienter: b-koefficienterne. Hver koefficient:

b[hil hzb h}l oooooooo]

er en koefficient i det endelige polynomium, hvor den skal multipliceres
med

xi/‘hixe/}sth}@onooo oo 0o

Hver b-koefficient findes ved summation af alle led af formen:

a[PiB p2l P53 oooooooo]
xpolei[pt, h1]xpole2[p2, h2]xpolc3[p3s h3]xcocoooos

i omraadet:

hi < pi < deglist[1]
h2 € p2 < deglist[2]
k3 < 13 < deglist[3]

0o8oVo
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[ De var polcetals®st overfdres fra tromlen som et enkelt eendimensionalt
talswts POLC[O:DEGSQ-1], hvor de enkelte elementer findes ved indexbereg-

ning.

Blok 5. Omflytning af b-koefficienter. Her anbringes b-koefficien=
terne. i omvendt rmkkefglge, idet nul—-elementerne overspringes, og der ind=
swttes den ngdvendige styreparameter I£@r hver lille todimensionale koef-

ficientgruppe, som forkleret side 52.

3.3.,5. Diskussion af program PA~7, Procedurerne POLY7 og POLYS er
indbygget som de wvmsentlige bestanddele af program PA-~7, I appendikset
vises inputspecifikationerne +til PA-7, en +typisk resultatrapport, samt
selve ALGOL-programmet.

Der er T inputdatagrupper, og gruppe O og 1 er som smdvanligt forside
og overskriftsdata. Gruppe 2 indeholder antallet af variable, V, og an-
tallet af funktioner, ¥, 1idet vi dnsker at kumne behandle flere for-
skellige funktioner, alle opgivet for de samme verdier af de uafhsngige
variable. Her opgives ogsasa forskellige. styreparametre til beregningen.

I datagruppe > skal man for hver af de V variable opgive tre tal:

1. Antallet af verdier (obslist[i]). :
2. Den maksimale grad af polynomiét i denne variable (deglist[i]).

3. En korrektionstype.

Ved passende opgivelse af korrektionstypen kan man faa programmet til
at ombytte de originale x~verdier med de reciprokke verdier eller den
neturlige logaritme eller den normaliserede veordi;, d.v.s. saaledes at x-
vardierne parallelforskydes, idet den stgrste verdi og den mindste verdi
gdres lige store med modsat fortegn. Der kan ogsaa bruges kombinationer
af disse korrektionstyper,

I datagruppe 4 opgives de V s=t af de uafhzngige variable, og i data-
gruppe 5 de F s»t funktionsverdier.

Programmet beregner polynomieveerdierne i alle de opgivne punkter, men
man kan ogsas faa beregnet en udvidet tabel over funktiomsverdierne. Op-
lysninger herom specificeres 1 datagruppe 6. Endelig kan man faa pro=
grammet til at udfgre en nmrmere analyse af det beregnede polynomium,
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Der er fire muligheder:

i, Find meksimum af den férste funktion,

2, Find maksimm af den fgrste funktion, idet de ¢gvrige funktioner
samtidigt skal antage bestemte verdier. .

3. Find bestemte verdier af alle funktioner.

b, Varier den f@rste uvafhongige variable, saanledes at den fgrste
funktion antager en bestemt vardi og de partielle differential-
kvotienter med hensyn til de andre variable bliver nul.

Funktionsanalysen udfgres med proceduren OPLT, og den forklares
nermere i afsnit 5.3.4. Data for analysen specificeres i datagruppe 7.

Det viste beregningseksempel giver i1 sektion 1 det samme eksempel som
pes side 56. Sektion 2 giver et eksempel paz brug af funktionsanalysen.

AIGOL~programmet indeholder f@lgende blokke:

L]

Forside og.overskrift.
Indleesning .

Trykning af generelle data,
Korrektion af x-verdier.

=

©

k-]

Beregning.

Trykning af tabeller.

Trykning af polynomiets koefficienter.
Polynomieanalyse.

*

@ -3 v F U o
-]

©

Den vmsentlige del af beregningen er kaldet af POLY8, der sker i blok
5.

I blok 6 bruges en lokal procedure: TABLES, der kan trykke to for-
skellige slags tabeller, enten indeholdende de originale funktionsveerdier,
verdierne beregnet fra polvnomiet og fejlen, eller den udvidede funktions-
tabel,

Begge typer af tabeller trykkes som todimensionzle tabeller med de to
fgrste variable som abscisse og ordinat, Hvis der er flere end to vari-
able, sker trykningen som en serie af todimensionale tabeller. For hver
tabel i1 denne serie holdes variabel nr., 3, U4, o0.s.v. konstant og deres
talverdier trykkes som en 1lille tabel ovenover hovedtabellen, Hvis der er
mere end fem verdier af den fdrste variable, inddeles hver tabel 1 flere
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grupper, som vist i sektion 2,

3.5.6. Specielle krav_ til approksimationspolynomiet. I nogle til~
felde stiller man swmrlige krav til det polynomium, som skal udtrykke et
foreliggende s®mt tabelveerdier. Man kan f.eks. forlange, &at polynomiet
skal passere ngjagtigt gennem eet eller flere punkter uden nogen fejl.
Ligeledes kan man forlange, at polynomiets differentislkvotient skal an-
tage bestemte vwrdier 1 bestemte punkter.

Som eksempel tager vi en funktion af een varisbel: y = f(x), =som

foreligger i tabelform. Vi ¢nsker, at polynomiet skal passere ngjegtigt
gennem de to punkter: (a, A) og (b, B), altsas at:

y =A for x=a
og
y=Bforx=25>

Til 1gsning heraf skriver vi det sggte polynomium; y, som en sum af to
led:

y := MODPOL + PRODxMAINPOL;

Her er MODPOL, PROD og MAINPOL elle polynomier. Hvis vi sgrger for at
MIDPOL hay verdien A for x = a og verdien B for x = b, samt at PROD = O
for beade X = a og X = b, har vi demmed tilfredsstillet det ¢gnskede krav,
og skal da blot s@grge for at polynomiet MAINPOL tilpasses saa godt som
muligt til de opgivne tabelvwrdier.

Da PROD skal vare nul for x = a og X = b maa det vare:

PROD := (x-a)x(x-b);

De. MUDPOL skal gaa eksakt igennem de to punkter (a, A) og (b, B) mesa
det vaere et forstegradspolynomium, som vi kan skrive soms

Yy 3= c0 + clxxg




Vi finder cO og cl1 af de to ligningers:

A= ¢cO 4+ cixa
B=cO + cixb

+il:

c0 = (Bxa-Axb)/(&-'b);
c1 3= (A-B)/(a-b);

og derfor:
MODPOL := A + (A~B)/(a-b)x(x-a);

Vi kender nu MODPOL og PROD og kan beregne deres vwrdi 1 hvert af de
opgivne tebelpunkter. I hvert af disse punkter beregner vi nu en ny y-
vaerdi, yn; som:

yn = (y-MODPOL)/PROD;

og vi kan nu finde koefficienterne 1 MAINPOL ved at behandle yn-verdierne
sammen med x~vardierne, f.eks. med proceduren POLYi.

3,3.7., Diskussion af program PA-8, I dette program beregner men
polynomietilnsrmelser med proceduren POLY1 og kan faa eventuelle speci-
elle krav til polynomiet opfyldt som antydet ovenfor.

I appendikset vises inputspecifikationerne til PA-8, samt en typisk
resultatrapport og ALGOL-programmet.

Af de syv inputdatagrupper er gruppe O og i de smdvanlige forside~ og
overskriftedata, Gruppe 2 indeholder forskellige beregningsperametre, som
antallet af funktioner, F, antallet af tabelpunkter, obs, og antallet af
specielle punkter, spec.

For graden af det gnskede approksimationspolynomium skal brugeren op=
give en minirumsverdi og en maksimumsverdi. Specificeres disse som f.eks,
2 og T, vil programmet gennemprgve vardierne 2, 3, U 5, 6 og 7, idet det
i hvert forsgg beregner middelfejlen ved brug af approksimationspolynomiet.
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{ Normalt vil demne fejl aftage med stigende grad, men det kean ske, at den
begynder at vokse igen, og programmet vil da blive stasende ved den grad,
der gav den laveste middelfejl.

Ligesom i program PA-~7 kan man her faa korrigeret verdierne af. x og y.
og man kan faa trykt en udvidet funktionstabel og faa analyseret det
A fundne polyncmium.

Hvis der er specielle krav +til polynomiet, skal de tilsvarende op~
lysninger anfgres i datagruppe 3. For hvert specielt punkt skal man op-
give verdien af x, verdien af y og et typenummer., Hvis typenummeret cpgi-
ves som nul, opfattes y som selve funktionen; men er typen et positivi
heltal, N, opfatier programmet den specificerede y-veerdl som funktionens
differentialkvotient af orden N.

I datagruppe 4 opgives de normale tabelpunkter, som skal tilpasses
sea godt som mulight, men ikke ngdvendigvis passe eksakt,

Dategruppe 5 bruges til specifikation af wvegte til de normale tabel-
punkter, men kan udelades, hvis man ikke ¢gnsker at bruge vagte.

Datagruppe & bruges til oplysninger om udvidet tabeltrykning. For-
uden funktionen selv kan man ogsaa faa trykt en tabel over differential-
kvotienten af fgrste eller anden orden.

Det gwlder igvrigt for baade program PA-T og PA-8, at inputdata-
grupperne med mange tal pakkes sas t®t som muligt paa tromlen, Talmateri-
alet staar uforandret fra den ene sektion til den mwste, og man kan derfor
bruge bogstaverne 4 og q pasa inputstrimlen, hvis talmaterialet er wmdret
(se bind 1, side 228), Men hvis man =ndrer stgrrelsen af de enkelte
datagrupper fra een sektion *il den neste, Iflyttes talmaterialet pea
tromlen og dittosystemet bryder sammen. Hele det nye datamateriale maa
da gentages paa inputstrimlen.

I det viste beregningseksempel illustrerer sektion 1-4 der automatiske
udvelgelse af den polynomiegrad, der giver lavest middelfejl {her 5). I
sektion 5 har +vi bedt om at faa taget logaritmen til y fér approksima-
tionen, og 1 sektion 6 har vi yderligere bedt om at fas taget den reci-
prokke x—verdi. Endelig viser sekticn 7 brugen zf specielle punkter. Det
er kogepunktskurven for stancl., Molbrdken af mtanol er x 08 ¥ er koge~
punktet i celcius. Vi har de to specielle punkter, hvor kogepunktet skal
passe eksakt:
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X y type
0. 100 0
0,890k 78,15 0

Endvidere gkal der vare vandret tangent i azeotroppunktet:

x. y type
0,890k 0 1

Naar men bruger specielle punkter, kan man faa programmet til auto-
mtisk at indsmtte vagte, som tager hensyn til den indirekte maade be-

regningen foregaar pasa.
ALCOL~programmet indeholder de seks blokke:

o

Forside og overskrift.

Indlmsning .

Trykning af beregningsparametre.

Beregning af MODPOL,

Beregning af MAINPOL.

Trykning af udvidede tabeller og polynomieanalyse.

-3

o

N U W o
©

3

Beregning af MIDPOL sker ved lgsning af spec ligninger med spec. ube-
kendte., Keoefficienterne i matricen beregnes og den inverteres med proce-
duren INVERTZ. : : : _

Ved beregning af MAINPOL benyttes en lokal procedure, FIT, der til en
glven verdl, deg, af polynomiegraden beregner yn-verdierne som vist oven-
for, behandler dem pas POLY1 og finder middelfejlen.

FIT-proceduren kaldes fgrst uden resultattrykning for stigende weerdi
af deg, indtil den optimale er fundet. Derefter fikseres deg til denne
veordi, og FIT kaldes igen, men nu med resultattrykning. ‘

Polynomieanalysen foregaar med proceduren NOLEQ3, der omtales 1 afsnit
h.5.1.

- 3,5.8, Behandling af manglende data, Det er en ulempe ved brugen af
proceduren POLY8, at man skal kende funktionsverdierne 1 alle gitter-
punkterne svarende til kombinationer af de benyttede verdier af de uaf-
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tengige variable. I program d-i76 pas side 56 skulle vi sasledes kende
alle 90 funktionsverdier.

Hvis man skal finde et approksimationspolynomium +til en funktion af
flere variable og ‘tabellen over funktionsvardierne er ufuldstendig, mnmen
dog indeholder de fleste af gitterpunkterne, kan man ofte klare sig paa
félgende meade. Man indsmtter omtrentlige funktionsverdier i de manglende
punkter og beregner polynomiet med POLY8., Nu indemtter vi polynomiets
verdi 1 de menglende punkter, gentager beregningen med FPOLYS, o.s8.v.
indtil konvergens. Denne viser sig ved at dJde manglende punkter antager
en konstant verdi og ved at middelfejlen kun aftager meget langsomt,

Hvis det originale talmateriale er meget sparsomt, eller man har
gottet daarlige startwerdier 1 de manglende punkter, kan konvergensen
vere meget langsom og metoden kan ikke anbefales,

Vi har i gjeblikket ikke noget specielt ALGOL-progyam +til iterativ
beregning af approksimationspolynomier med manglende punkter, men .der
findes et program, PA-5, 1 maskinsprog, som ldser dette for funktioner af
to variable. Det er en variant af program PA-U, der er en forldber i
maskinsprog til program PA-T, Kan PA-5 ikke bruges, mra man lave et
1ille ad hoc program 3 ALGOL ligesom program d-1T76 med iterativ tilbage-—
féring af funktionsverdierne.

Skal et polynomium i flere variable tilfredsstille specielle krav med
hensyn til funktionen eller de partielle afledede, maa den ngdvendige
forbehandling af talmaterialet ogsaa kodes specielt,
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L, RODBESTEMMELSE ELLER L@ZSNING AF ULINELRE LIGNINGER

__Et hyppigt forekommende numerisk problem bestaar i at finde ud af,
hvornaar en forelagt funktion antager verdien nul. - Har vi funktionen
y = F(x), altsaa en funktion af een variebel, kan vi spgrge om, for hvilke

verdier af x vi faars
F(x) =0

Naar.x er fundet, siger vi at vi har fundet en rod i ligningen
F(x) = 0. |

Man ken ogsea have flere samtidige ligninger med ligesaa mange ube-
kendte, f.eks.:

F(xi, x2, x3) = 0
G(xi, x2, x3) =0
H(xt, x2, x3) =0

Her skal vi finde et saadant talsst: xi1, x2, x5, at de tre funktioner
F, G og H alle bliver nul. Hvis de tre funktioner er linemre udtryk i de
vafhangige variable, altsaa:

F 3= a0 + aixxi + a2xx2 + adxx3;

og analogt for G og H, har vi tre linemre ligninger med tre ubekendte, og
vi ken 1¢se dem som i kapitel 2. Men er funktionerne ikke linesre,
f.eks.:

F = a0 + aixx1f2 + a2xsin(x2) + adxxixx3;

siger vi, at der foreligger et s@t ulinewre ligninger, som skal lgses.

I det fdlgende ser vi fgrst paa funktioner af een variabel og derefter
pea flere funktioner af flere variable., Men der er ogsaa en anden maade
at klassificere problemet paa., Hvis den foreliggende funktion er ssrlig
simpel, f.eks. et polynomium af lav grad, findes der specielle simple
1gsningsmetoder. De klassiske metoder for andengradsligninger og tredje-
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gradsligninger er vist nedenfor.

Men i de fleste praktisk forekommende tilfalde exr funktionerne langt-
fra simple. Som illustration kan vi tmnke os, at de tre ubekendte, x1, x2
og X3 1 eksemplet ovenfor er mengderne af kulbrinte, luft og ilt, som skal
sammenblandes for at producere en vis mmngde syntesegas 1 . en adiabatisk
reformer, Hvis vi getter paa et swt verdier af de tre ubekendte, kan vi
med et passende kompliceret program beregne vardien af F, G og H. Disse
kan f.eks. vare:

F: Fejl i varmebalancen.
G: Fejl 1 brint-kvelstofforholdet.
H: Fejl i den producerede gesmengde.

Vi maa da variere pea x1, x2 og x5, indtil F, G og H bliver nul. Ved
systematisk variation af de ubekendte og tilhgrende beregning af fejlene
kan man efterhaanden faa udforsket de +tre ubekendte, komplicerede funk-
tioner og saaledes ved gentagne beregninger (iterationer) paa frem til
1gsningen. Iterationsmetoderne beskrives i afsnit 4.3 for een ubekendt
og 1 afsnit 4.5 for flere ubekendte.

b1, Andengradsligninger.

Proceduren QUAREQ1 finder de to lgsninger i andengradsligningen:
AxxA2 + Bxx + C = O
De seks formelle parametre i proceduren er dels de tre koefficienter
A, Bog C, og dels de to sggte rgdder: x1 og x2. Den sidste pa:rame‘ber
er etiketten: ERROR, hvortil der hoppes, hvis diskriminanten:

D := BA2 - kaAxC;

er negativ. I sea fald er x1 og x2 komplekse.
Deklarationen af QUARERQ! er:
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procedure QUARER1 (A, B, C, x1, x2, ERROR) 5
value A, B, C;

EE&_J:A, B, C, xi, x2;

label ERROR;

begin
real D;
if A $ O then go %o Li;

PR L

if B = O then go_to ERROR;

x1 3= x2 3= - C/Bj
go to L2;

m;c: BA2 - 4xAxC;
1f D < O then go_to ERROR;
x1 s= if B < O then -1 else 1;
x1 := (~B ~ xixsqrt(D))/2/A;
x2 = C/A[/x1;

12: end of QUARER1;

4,2, Tredj egradsligninger.

Ogsaa for tredjegradsligninger:
AxW+Bxx+2+Cxx+D=0

kan man angive en simpel l@gsningsmetode uden iteration.
for en saadan procedure, CUBEQl, er:

procedure CUBER1 (A, B, €, D, xi, x2, x3, comp);

value A, B, C, D;

real A, B, C, D, x1, x2, x3;

boolean compy

begin
real a, b, AA, BB, DD, p, ¢\ T SQ, cosfi, fac, fil, p3;
real procedure cubrt {(x);

value x;

real Xj

Deklarstionen




cubrt = sign(x)x(abs(x))M1/3);

p = BfAg

P> = p/3;

q s= C/A;

r = DfA; ,

a = q - p 42/3;

b = (2xphA3 - 9xpxq + 27xr)/27;

DD := bAZ/L + afd/27;

comp := DD > Og

1f TD < O then go to I4;

= sgrt (DD);

cubrt( - b/2 + 8Q);

= cubrt(~ b/2 - 8Q);

= AA + BB ~ p3;

if -, comp then x2 := x3 g= - (AA + BB)/2 ~ p3;
go_to 1B;

IA: cosfi = - b/2/sqrt(- af3/27);
£i3 s= iz cosfi = O EESP‘. 0,52359878
else arctan (sart(i~cosfif2)/cosfi)/3;
fac = 2xsqrt(- a/3);
x1 s= facxcos(fi3) - p3;
x2 s= facxcos(fi3 + 2.0943951) ~ p3;
x5 = facxcos(fi3 + 4.1887902) - p3;

LB: end of CUBEQ1;

A EB
i

De formelle parametre er de fire koefficilenter: A, B, C og D, de tre
sggte rgdder: x1, x2 og x3, samt en ‘booleané comp, Hvis der er tre
reelle rgdder, bliver de Dberegnet og afleveret som xi, x2 og x5, Hvis
der kun er een reel rod, bliver den beregnet og gemt i xi, og comp s®ttes
til true. Med tre reelle rgdder swttes comp til false,

Der er ikke gjort noget s®rligt forsdg paa at opnaa god regnengjegtig-
hed, og proceduren indgsar saa vidt vides ikke 1 noget rutineprogram.
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4.5, Iterationsmetoder for een Ubekendt.

De anfgrte procedurer for andengradsligninger og tredjegradsligninger
har den fordel, at der ikke benyttes iteration. Man faar altid det
gnskede svar efter germemlgb af formlerne netop een gang. Til gengmld er
formlerne ikke helt simple, iswmr for tredjegradsligninger.

Ogsaz for fjerdegradsligninger er . det muligt at angive et formelsst
uden iteration. Men det er endnu mere kompliceret. Her vil man 1 de
fleste tilfwmlde foretrekke en iterativ metode.

Som et typisk eksempel ser vi nu pasa talmaterialet 1 tabellen pea side
30, Hvis vi pas program PA-8 beregner et fjerdegradspolynomium, som ud~
trykker y som funktion af x, bliver koefficienterne heri:

Potens Koefficient
0 6.651T485 ,, 2
1 3.3595950
2 8.4959055 -3
P ~7.1126516 ~T
b -2,5486772,~10

Polynomiet giver varmeindholdet (entalpien) =af metan som funktion af
temperaturen (1 grader Kelvin). Hvis en bestemt gasmangde efterhaanden
optager varme, f.eks. ved at strgmme igennem r¢r, der opvarmes udefra,
vil temperaturen af gassen stige. Vi kan da faa brug for at beregne den
temperatur,; X, der svarer til en glven entalpi, yO0. Vi skal bestemme x
saaledes at:

F(x) = y0
eller x skel findes som rod i ligningen:
F(x) - y0o=0
Naar F(x) som her er et fjerdegradspolynomium i x og YO er et kendt

tal, skal vi altsaa lgse en fjerdegradsligning. Som eksempel smtter vi
yO = 16580, hvilket svarer til at x ligger imellem 1200 og 1300, Ved




prgve finder vi, at
x = 1273.35

giver den rigtige wveerdi af yO. I de fglgende afsnit viser vi forskellige
metoder til den iterative rodbestemmelse. Her bemsrker vi, .at en fjerde-
gradsligning kan have op til U4 forskellige reelle rgdder, og det er
netop ‘tilfeldet her, De fire rgdder er:

~-7066 .86
~1530,67
1273.35
4533 47

Vi ser, at de tre andre rgdder ligger langt udenfor det omraade, - for
hvilket polynomiet er udregnet, og de maa derfor 1 dette tilfmlde karak-
teriseres som helt fremmede r¢dder, som vi slet ikke har interesse 1 at
kende. Det ville derfor vere helt urimeligt at bruge en metode til en
komplet ldsning af en fJjerdegradsligning, som gav o0s alle fire rgdder,
hvorefter de +tre forkerte rgdder skulle kasseres. Her er den iterative
metode langt at foretrmkke.

I den nedenstasende gennemgang af forskellige metoder til iterativ
rodbestemmelse fglger vi en 1idt anden fremgangsmaade end hidtil. Hver
procedure bliver forklaret ud fra den brug, som man gnskede at ggre af
den pea det tidspunkt, den blev lavet. Paa denne maade faar vi en histo~
risk forklaring pea de strategiske fordele og ulemper, som hver procedure
frembyder. Fremstillingen afsluttes med en oversigt over alle strategiske
finesser og med en procedure, hvori alle disse er medtaget.

Som regneeksempel bruger vi det ovennmvnte entalpipolynomium, idet

vi laver en smrlig procedure, YPOL, som har deklarationen:

real procedure YPOLj;
begin
real z;
z 3= 665,1TH85 + xx(3.,359595 + xx(8.4959053 -3 + xx(-T.1126416 7
- xx2,5486772,-10))) - yO;
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trykvr;
tryk({-ndddd.ddddddad, x, z);
fPOL = Z

EEQ; YPOL;

Der er to globale variables x og YO, og verdien af YPOL er fjerde-
gradspolynomiet for den sktuelle veerdi af x .minus den aktuelle verdi af
yO, som er den entalpiveerdi, som vi skal ramme. . Hvert kald af YPOL giver
ogsaa udskrift af x og polynomievssrdien minus yO. Paa denne maasde kan vi
let fglge iterationen.

4,3,1, Proceduren ROOT1, Grundprincippet i de fleste iterative me=-
toder til rodbestemmelse er den saakaldte Newton-Raphsonske metode, der
er illustreret paa figur 1. Se ogsea Frgberg (1962), side 16 ff,

Figur 1 viser en funktion y = F(x), samt et punkt (x1, y1) pea kurven.
I Newton-Raphsons metode bruger vi som tilmmrmelse til F(x) tangenten i
punktet (x1, y1). Kaldes differentialkvotienten i1 dette punkt for alfa:

alfa = dF/dx
bliver ligningen for tangenten:
¥y = y1 + alfax(x-x1);

Vi smtter y = O og finder x af ligningen. Dette giver den nmste til-
rermelse, x2, til den sggte rod:

x2 = x 3= x1 - yl/alfa;

Vi kan ogsaa udtrykke resultatet som den tilvekst, delx, man skal ad~
dere til x1 for at faa x2:

delx = - y1/alfa;




y1)

y = F(X)

Figur 1

Newton-Rsphsons Metode

\
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I punktet x2 skal vi derefter beregne verdien y2 = F(x2), samt den
nye verdi af alfa i x2. Iterationen fortssttes, indtil delx bliver tilpas
lille.

I denne version skal vi for hver ny x-vrdi beregne baade funktions-
verdien, y, og differentislkvotienten, dy/dx. Det sidste er nogenlunde
overkommeligt, hvis funktionen er et polynomium, men hvis F(x) er et eller
andet kompliceret udtryk, eventuelt en stgrre procedure eller et program-
stykke, vil man kun kunne finde dF/dx ved en besvarlig numerisk metode.

Da differentialkvotienten ikke behgver at vemre bestemt med nogen stor
ngjagtighed, kan man ngjes med at beregne differenskvotienten: '

(y2-y1)/(x2~x1)
og bruge denne som tilnmrmelse til alfa. Denne metode kaldes regula falsi
metoden og er illustreret pea figur 2. Da vi ikke beregner differential-
kvotienten i1 punktet x1, er det ngdvendigt at vwlge punktet x2 arbitrert
for at komme igang. Tilvasksten, delx, i x fra x2 til x5 findes da som:
delx 3= - y2/alfa
hvori vi indsstter differenskvotienten og faar:
delx s= - y2/(y2-y1)x(x2-x1)
Da x2 - x1 er den forrige verdi af delx, kan vi ogsaa skrive:
delx := delxxynew/(yold-ynew);
Her er ynew den sidst beregnede y-verdi (y2) og yold den n=stsidst

beregnede (y1).
Den her skitserede reguls falsi metode er anvendt i proceduren ROOTI,

der har deklarationen:



(x1, y1)

x2, y2)
x

L ==<F

A

Figur 2

Regula falsi Metoden
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procedure ROOT1 (y, yold, ynew, x, delx, delOx, epsilon, FOUND);
real y. yold, ynew, x, delx, delOx, epsilong
label FOUND
begin
real Aj
ynews=y ;-
if epsilon - abs(ynew) > O then go to FOUND;
g yold=0 then
begin
A = delOx;
go_to Lt
end;
A 3= delxxynew/(yold - ynew);
Li: delx s= Aj
x 3= X + delx;
yold = ynew
end ROOT] g

Som et eksempel paa brugen af ROOTi viser .vi nedenfor program d-180,
der finder roden i den ovenmmvnte procedure YPOL,

Program d-180, Prgve af ROOT1.
begln
real x, y0, yold, ynew, delx;
comment librayy ROOT1;

comment library YPOL;
trykvr;
tryktekst( {< X 2N
trykvrs
x = 10003
yO 3= 165803
yold. = O
B: ROOT1(YPOL, yold, ynew, x, delx, 10, 0,01, F1);
go_to B;
Fi: YPOL
end programg




Resultatudskriften er:

X

y

1000,000000 -5025,456848
1010,000000 -4852.993896

1291.393414  351.671326
1272,380085 -18,845520
1273.347153  -0,057007
1273 .350086 0.000000
1273 .350086 0,000000

ROOT1 har fglgende parametre:

gs_a_._} ¥y Den undersggte funktion,

real yold: Bruges af oproceduren til at gemme den nmstsidst be-
regnede y-vardi. Fgr forste kald af ROOT1 skal
brugeren swtte yold lig med nul.

real ynew: Bruges .af proceduren til at gemme den sidst beregnede
y=-verdi .,

EE?:_]' x: Den uafhmngige varisble. Fgr Ifgrste kald skal dbru~
geren have indsat en passende startverdi. |

real delx: Bruges af proceduren til at gemme den sidst beregnede
tilvakst 1 x.

real delOx: Brugeren skal opgive en passende verdi, som proceduren

kan bruge fgrste gang, x skal forgges.

real epsilon: Naar den numeriske veerdi af y er blevet mindre end

epsilon, anser proceduren roden for fundet.
label FOUND: Naar roden er fundet, hoppes til denne etikette.
Proceduren er skrevet paa saben form, d.v.s8. vi kommer ud af proceduren
for hver ny x-verdi:




Bg Rmi(oooooooo);

copooo0
o0 Qo000

booo000

go to B;

T den viste udfgrelse af program d-180 er . y-funktionen deklareret som
en swrlig procedure, men hvis man ikke gnsker dette, kan beregningen af
den nye y-vardi programmeres pea pladsen mellem ROOT1~kaldet og returhop~
pet: go-to B. .

ROOT1 virker igvrigt sasledes. Fgrst smttes ynew 1lig med den nye y-
verdi., Hvis den numeriske verdi af ynew er mindre end epsilon, hoppes
til etiketten FOUND, Hvis yold = 0O, er dette tegn paa, at det er det
férste kald af ROOT1, og tilveksten delx skal da blot smttes lig med
delOx., BEllers beregnes delx efter den ovennmwnte formel:

delx := delxxynew/(yold-ynew);
Endelig adderes delx til x, yold smttes 1lig ynew, og proceduren er
fordig i denne omgang.
Proceduren er lavet paa. et. tidligt tidspunkt, og er derfor skrevet 1
et noget ubehj®lpsomt ALGOL, F.eks. kan sminingerne:

if yold = O then
begin
A := delOx;
go to L1
end;
A = delxxynew/(yold-ynew) ;
Lis delx 3= Aj

skrives noget kortere som:

delx = if yold = O then delOx

else
delxxynev/ (yold-ynew) ;
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1 Herved undgaar vi ogsaa etiketten L1 og hj=lpevariablen A.

ROOT1 bgr kun opfattes som et noget ufuldkomment fgrste forsgg pas at
lave en iterativ rodbestemmelsesprocedure. For skikkelige funktioner, som
den ovemnmvnte YPOL, .der. ikke. _er ret. meget. ulinesr indenfor.det normale
definitionsomraade, -er proceduren udmerket anvendelig -og-.bruges endnu i
flere rutineprogrammer. Ulemper ved proceduren omtales senere.

P, e e e

. . u JE P

h.3.,2, Proceduren-ROOTS5. I nogle tilfmlde ken det.vmre praktisk at
have. rodbestemmelsesproceduren - pea lukket form, seaaledes at man . fgrst
kommer ud af proceduren, -naar roden.er fundet. .Proceduren ROOT5 er lavet
raa denne maade, men virker igvrigt som ROOT1. Deklarationen er:

procedure ROOTS (y, x, delOx, eps);
yalye delOx, eps;
ﬁ%&,y, x, delOx, epsg
real yold, ynew, delx;
yaew = y;
yold = 2xynews
delx = delOxz; .
L: if eps - abs (ynew) 2> O then go to EX;
delx s= delxxynew/(yold - ynew);
X = X + delxg
yold := ynew;
ynew. = y;

gg't.o L;
EX: end;

Et eksempel paa brugen af ROOT5 er vist i program d-i8i, der er ganske
analogt med d~180:
Program d-181. Prgve af ROOTS.
begin =

real X, yO0;5. -

comment library ROOTS;
comment library YPOL;

o
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trykvr; :
tryktekst( §< x y})
x 3= 10003
yO = 165805 . :
ROOT5(YPOL, x, 10, 0.01);

. YPOL..

end programg

e

Resultatudskriften er:

X. Y
1000,000000 ~5025 456848
1009 ,999998 -4B852.993896
1291.393410 351 .671265
1272,380085 -18.845520
1273, 347153 -0,057007
1275.,350086 0.000000
1273 ,350086 0,000000

Parametrene 1 ROOTS er: y; X, delOx og eps med samme betydning som i
ROOT1. Ogsaa her er resultatet af afprgvningen tilfredsstillende. ROOTS
er indbygget i flere rutineprogrammer.

4.3,5, Procedurerne ROOT6 og ROOTT.  Hvis den undersggte funktion
y = F(x) ikke har et pent og skikkeligt forlgb, kan der opstas vanskelig-
heder ved rodbestemmelsen. Hvis udtrykket F(x) bliver udefineret, nmar x
ikke ligger meget twt ved den sggte rod, er det ngdvendigt at indfgre en
nedre og gvre grense for x: xmin og xmax, saaledes at vi kun spgrger om
F(x) for ssadamne verdier af x, hvor F(x) er defineret. Denne situation
kan f.eks, opstaa 1 forbindelse med lgsning af differentialligninger med
topunktsrandbetingelser (se bind 3). -

Procedurerne ROOT6 og ROOT7 har veret benyttet til lgsning af dette
problem, Deklarationen for ROOT6 er:
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procedure ROOT6(y, x, delOx, xmin, xmex, delmax, eps);
value delOx, xmin, xmax, delmax, eps;
real y, %, delOx, xmin, xmax, delmax, eps;

begin
532_; yold, ynew, delx;
ynew := y;
yold 3= 2xynews;
delx 3= - delOxxsign{ymew);

L: if ynew > 0 A x { xmax then xmax := X;
if ynew < 0 A x > xmin then xmin s= x;
if xmax - xmin < eps then go to EX;

delx = delxxynew/(yold-ynew);
if abs(delx) > delmax then delx := sign(delx)xdelmax;
§x+delx2mxvx+delx§min§_1£§
delx 3= 0,5x(xmex+xmin) - x;
X = X + delx;
yold = ynews;
ynew = yg
go_to Lj
EX: end of ROOT-6;

I ROOT6 har vi foruden de tidligere parametre: y, X, delOx og eps de
nye parametre: xmin, xmax og delmax. DBrugeren skal opgive den nedre og
dvre grsnse: xmin og xmax, Vi forudsstter, at funktionen F(x) er stadig
voksende i intervallet, saaledes at x-verdier med en negativ y-vsrdi er
mindre end den sggte rod, og x-verdier med positiv y-verdi er stgrre end
roden., De to grenser xmin og‘ xmax er deklareret for p;&gg. og for hver
ny beregning af x og y undersgger proceduren; om grenserne kan indsnmvres.
Hvis y er positiv og X er mindre end xmax, smttes xmax lig med x, og hvis
y er negativ og x st@rre end xmin, s®ttes xmin lig med x. Som kriterium
for at roden er fundet, benytter vi nu, at xwax - xmin er mindre end eps,
jdet eps nu betegner tolerancen pasa x, ikke paa y, som i ROOT1 og ROOT5.

Som yderligere forsigtighedsforanstaltninger kontrollerer vi fdrst,
at den numeriske verdi af tilvsksten, delx, ikke overskrider en tilladelig
stdrrelse, delmax, der er en ny parameter. Ggr den det, smttes delx lig
med delmax, med beverelse af fortegnet., Derefter undersgger vi, om den
nye x=-verdi kommer +il at ligge udenfor intervallet fra xmin ¢il xmax.




Ggr den det, swttes x lig med middelvmrdien af xmin og xmax.

Igvrigt benyttes den smdvanlige regula falsi formel.

Det viser sig nu, at proceduren ROOT6 1 nogle tilfmlde virker til-
fredsstillende,. i andre ikke. Forklaringen er den, at for at faa den ngd-
vendige indsnsvring af intervallet fra xmin til xmax. og saaledes at begge
granser bevaeger sig mod roden, maa man forlange, at delx hele tiden
skifter fortegn, idet vi nmrmer os roden fra begge sider. For en voksen-
de funktion vil dette kun ske, hvis differentialkvotienten af anden orden
er positiv. Er den negativ, vil vi nerme os roden ensidigt, og vi kan
ikke fas tilfredsstillet udhopskriterlet. De to strategler: regula falsi
formlen og intervalindsnmvring ved iagttagelse af funktionens fortegn kan, -
derfor ikke uden videre bruges samtidigt.

I proceduren ROOT7 har vi derfor forladt regula falsi metoden +til for-
del for halvering af intervallet. Deklarationen er:

procedure ROOT7(y, x, delOx, jmin, xmax, delmax, eps, cfirst, clast, cact,
trouble) ;
value delOx, xmin, xmax, delmax, eps, cfirst, clast;
boolean trouble;
integer cfirst, clast, cact;
Egg& y: %; delOx, xmin, xmax, delmax, eps;
begin
integer type,; clow, chigh, cnew;
523% delx, ynew, yoldl, yoldh;
yoldl ¢= —1m1003 yoldh 3= =-yoldl;
type = Oj
trouble := false;
clow = chigh = cfirst;
LL: ynew := y3
cnew = cact;
if ynew < 0 then
begin
if abs(cnew-clast) < abs(clow-clast)
v cnew = clow A ynew 2> yoldl then
begin

clow = cnew;

yoldl 3= ynew;
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xmin s=Xx
end if improvement;
type :=1if type {1 then 1 else 5
e_e_x_lg if negative
else
begin
if abs(cnew=clast) < abs(chigh-clast)
v cnew =chigh A ynew < yoldh then
begin
chigh = cnew;
yoldh 3= ynew;
XmAX 3% X
end if improvement;
type :=}_£ type =0 v type =2:cl_3§r_; 2 2&?,2 3
end if positive; '
delx :=1f type =3 then
0.5x(xmax+xmin) - x
else
if type =i then delOx else - delOx;
i:£ type =3 A xmax - xmin < eps then go to EX;
if abs(delx) > delmax then delx := sign(delx)xdelmax;
1f x + delx 2 xmax v x + delx £ xmin then
beatn
if type <.3 then trouble := true;
delx := 0.5x(xmax+xmin) - x
end if out of range;
X 3=X + delx;
go_to ILy
EX: end of ROOTT;

Foruden de tidligere parametre 3 Yi X%, delOx, xmin, xmax, delmax og
eps har vi famet fire nye parametre:

integer cfirst, clast, cact;

boolean trouble;

De nye heltalsparametre refererer direkte +til det ovennmsvnte problem
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med topunkts-randbetingelser ved lgsning af differentialligninger. ILad os
antage, at y Ifremkommer som slutverdien af en funktion, som findes ved
1gsning af en differentialligning i intervallet fra A til B, Vmsrdien af
y er altsaa f(B). . Hver ny verdi af x giver en ny startverdi, f(A), og
1gsningen .af differentialligningen giver f£(B), som altsaa er y. Hvis x
er meget forskellig fra den sggte rod, kan det ske, at differentialligning-
en 1kke kan lgses 1 intervallet fra A til B fordi differentialkvotienten
bliver udefineret undervejs. Vi antager, at integrationsvejen fra A til
B er inddelt 1 et vist antal trin, ssaledes at A sverer til cfirst og B
til clast, For hver ny x-verdi, som prgves, skal y-proceduren giire baade
y-verdien og nummeret, cact, som viser hvor langt integrationen kunne
gaa inden differentialkvotienten blev udefineret.

Ligesom i ROOT6 bliver grenserne xmin og xmax hele tiden reguleret,
men nu saaledes at xmin swttes lig x hvis y er negativ og:

1. cact er bedre end den hidtil bedste verdi, c¢low, af cact for xmin

eller
2, cact er lig med clow og y er stdrre end den hidtil stgrste, nega~-

tive y-verdi (yoldl).

Paa lignende maade reguleres xmex nedad.

Saalmnge proceduren kun har set y—verdier med samme fortegn, @ndres x
med den faste skridtlmngde delOx for y negativ og -~ delOx for y positiv,
idet vi ligesom 1 ROOT6 forudswtter, at y er voksende. Seasnart der er
fundet et interval med modsat fortegn af y~vardierne i de to endepunkter,
findes nmste x ved halvering af intervallet.

I program d-185 demonstrerer vi brugen af ROCT6 og ROOIT til at finde
roden x = 0,707107 i udtrykket:

y :=M2 had 0053

Vi lader ogsaa programmet beregne en vwrdi af cact, der er desto stgr-
re jo ndrmere vi er ved roden. '
Programet er:
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Program d-183, Prgve af ROOTS6 og ROOTT.
begin.

boolean trouble;

integer cact, 1;

real x; . .

comment library ROOT6;

comment library ROOTT;

real procedure Y;

begin
- real z; /
z :=xp2 - 0.5 .
cact :=10 - entier(10xabs(x~sqrt(0.5)));
trykvr; .
tryk({-nd.dddddd}, x);
tryk({-n.dad, ~da}, z);
tryk({~nddd}, cact);

Y =2z '

end Y;

for 1 :=6, 7 do

begin
trykvr;
tryktekst(§< x y cact});
x :=0,2; '
1f 1 =6 then -
ROOT6(Y, x, 0.1, Oy 1, 0.2, 1.-5)
else o - -
ROOT7(Y, x, 0.1, O, 1, 0.2, 1.~5, 0, 10, cact, trouble);
Y; : ,

. 1f 1 =T A trouble then tryktekst({<Fejl})

end for i

end program;

Resultatudskriften er:




X. ¥
0, 200000~k 600 , -1
0.30C000=k4 ;100 ol
0.500000~2,500 =1
0.700000-1.000 _~2

0,708333 1,736 .3
0,707101-8,756 , =6
0.707107=7.451 =9
0,707107-1.863 ,~9
0,707720 8,677 .~
0.707413 4,337 =4
0,707107 1.881 -7
0.707107 1.881 T
X y

0.200000-4 ,600 -1
0,300000-k ,100
0.400000=3 400 , ~1
0.500000~2,500 , ~
0, 600000~1 400 , -1
¢, TO0000~1 000 , -
0,500000 1.400 _~1
0,750000 6,250 -2
0,725000 2,562 , -2
0,712500 T.656 o
0.706250-1,211 -3
0.709375 3.213 3
0.707812 9.985 -4
0,707031~1,068 -4
0,707422 4457 -4
0.707227 1.69% -4
0.707129 3,128 ,-5
0.707080-3.TTT 45
0,707104=3 245 | =6
0,707117 1.402 -5
0,707111 5,385 ,~6
¢.707111 5.385 -6

] 08

cact

10
10
10
10
10
10
10
10
10

cact

O @ ~1 o

10
10
10
10
10
10
10

10
10
i0
10
10
10
10
10
10
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Den fgrste serle udskrifter er fra ROOT6 (12 iterationer) og den.-anden
fra ROOT7 (22 iterationer). . Som ventet er brugen af ROOTT langsommere
end brug af ROOT6, da halveringen kun giver eet betydende ciffer i totals—
systemet ad gangen. Igvrigt ser man, at ROOT6 har fundet det rigtige
resultat allerede efter 8 iterationers:

Iteration: B ¢ ¥
7 0,707107 ~7.451,-9
8 0.707107 -1.863,-9
Vi maa have:

xmine O,707107
xmax: 0,708333

Dette interval er stgrre end den tilladte tolerance (1,-5): men der
sker nu det, at vi psa grund af afrundingsfejl 1 y-vardierne fasr en ny
x-veerdi, som ligger ganske lidt udenfor intervallet fra xmin til xmex.
Derfor tages middelveerdien 0,707720 af xmin og xmax, og vi faar efter—
heanden ogsasa bragt xmax ned. Dette illustrerer igvrigt en alvorlig
risiko ved alle de her mmvnte procedurer, som bruger regula falsi metoden
1 den her benyttede form:

delx := delxxynew/(yold-ynew);

Hvis to x-verdier afviger saa 1lidt fre hinanden, at yold og ynew
bliver eksakt ens, faar man division med nul. Selv om det ikke gaar saa
gelt, kan der blive saa stor afrundingsfejl paa yold - ynew, at d4diffe-
renskvotienten:

(ynew-yold)/delx

bliver meget forkert. Det giver det paradoksale resultat, at Jo nmrmere
vi er ved roden, desto daarligere bestemt bliver den yderligere korrektion

e8 X,
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4.3.4, Valg af strategi. Vi vil nu diskutere forskellige af de stra-
tegiske finesser 1 rodbestemmelsesprocedurerne og s¢gge at naa frem til en
paalidelig formulering. o ,

1., Iterationsprincip. Vi fasthold.;;- regula falsi metoden, da den er
hurtigere end halveringsmetoden, og da Newton-Raphson med direkte bereg-
ning af differentialkvotienten kun sjmldent kan bruges. - Men vi maa sgrge
for at undgaa division med nul eller fejl pesa grund af dsarlig ngjagtighed.
Vi skriver derfor tilveksten som:

delx :=- ynew/alfa;
og beregner kun differenskvotienten alfa:
alfa := (ynew-yold)/delx;

nvis den numeriske vardi af ynew - yold er stdrre end 1,4 gange den
numeriske verdi af yold. Faktoren 1.~k er valgt arbitrert, men kan maaske
vaalges mere systematisk. _ /

2, Definitionsomrssde. I nogle tilfmlde er det vigtigt, at den uvaf-
hangige varigble, x,; holder sig indenfor et bestemt omraade (fra xmin til
smax), men i andre tilfmlde er dette ligegyldigt. For ikke at spilde for
mange parametre herpas, ngjes vi med en enkelt:

boolean outside;

@nsker man ikke at bruge demne kontrol, smtter man den aktuelle para-
meter til false. Skal vi kontrollere, at xmin 5 X f_ xmax, kan vi dekla-

Tere en separat procedure:;

boolean procedure outside;
outside :=x < xmin v x > xmaxy

Naar iterationsproceduren har fundet en ny x-verdi ved:
X ¢=Xx + delxg

kalder den outside (der er kaldt ved name) til kontrol., Denne metode har
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ogsas vist sig praktisk i forskellige optimeringsprocedurer (se kapitel
5). Paa denne maade kan vi ogsaa let indf@gre andre betingelser, f.eks.,
at en anden funktion af x skal ligge i et bestemt interval.

3. Skridtkontrol. Det kan wveere praktisk at lxgge en gvre grasnse paa
tilvesksten, delx, issr ved drilagtige funktioner. Vi kan derfor indfgre
en real parameter, maxstepfac,  som angiver hvor mange gange vardien af
delx hgjst maa vere stgrre end fdrstegangstilveksten, delOx.

. Hvis man kommer udenfor definitionsomraadet eller maxstepfac over—
skrides, halveres delx, indtil det passer.

Lk, Konvergenskriterium, Vi har set eksempler paa, at kriteriet for
et roden var fundet var .det, at y-verdien blev mindre end en opgivet
tolerance (ROOT1 og ROOT5). I ROOT6 var vi mere forsigtige og lod et s=t
lokale grenser, xmin og xmax, indsnsvres; indtil deres afstand var mindre
end tolerancen,. som derfor refererer til x—veerdien. Da en tolerance paa
x altid kan omregnes til en tolerance pea y ved at multiplicere med alfs,
er det ikke af stgrre principiel betydning, hvilken af de to man valger.,
Erfaringen med brug af rodprocedurer og optimeringsprocedurer har vist,
at det 1 praksis er fuldt ud tilfredsstillende at regne tolerancen pea X
(hvad der matematisk set ogsaa er det naturligste), samt at regne konver-
gensen for indtruffet; naar den numeriske veerdi af delx bliver mindre end
tolerancen. Det sidste er knapt saa tilfredsstillende ud fra et mate~
matisk synspunkt, idet man kan risikere at konvergere mod en x-vardi, der
slet ikke er en ro0d, men blot et lokalt minimum. En rationel 1gsning
herpaa er knyttet til behandlingen af det f@glgende punkt:

5. Fejlkriterium. Visse funktioner kan vere saa umedggrlige, at det
vil vere rimeligt at tillade, &at rodbestemmelsesproceduren giver fortabt
og hopper til en fejletikette. Vi maa da give en klar definition af
mengden af de funktioner, som proceduren skal kunne behandle, og hvilke
den maa give op for.

Naur (1964) har givet et eksempel paa automatisk bedgmnmelse af en
rekke = rodbestemmelsesprocedurer, udarbejdet af studenter. Opgaven var
defineret saaledes, at F(x) var givet 1 det lukkede interval a < x < b,
Det var forudsat, at F(a) og F(b) havde modsat fortegn, og var dette ikke
tilfmldet, skulle proceduren konkludere; &t der ingen rod var.

Vi har altsaa en kontinuert funktion defineret 1 et opgivet lukket
interval og med modsat fortegn 1 de to endepunkter. Der vil derfor altid
vere mindst een rod. Spérgsmaalet er nu, om det er en realistisk mmade
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at definere opgaven A& . Erfaringen viser, &t man ved praktisk forekom-
mende provlemer oftere er i den situation, at man kan give et omtrentligt
skdn over rodens placering, men kun med st@rre besver kan angive et lukket
interval indenfor hvilket roden med sikkerhed findes, og hvor der er mod-
sat fortegn af funktionen 1 de to endepunkter. I stedet for at starte
undersdgelsen i de to endepunkter med at beregne F(a) og F(b) og efter-
haanden indsresvre afstanden fra a til b, indtil roden er indkredset, er
dzt mere realistisk at starte undersggelsen 1 et enkelt punkt:

x 3= xstart;
og derefter unders@gge et punkt i n=rheden:
X = xstart + d.ele;

og sas kgre lds med regula falsi metoden wud fra disse to punkter. Hvis
P(a) og F(b) skal inddrages 1 undersggelsen, risikerer man let, at a og
b maa velges saa langt vek fra roden, at funktionen slet ikke kan be-
regnes, fordi den antager ekstreme og urealistiske verdier.

Hvis vi fastlmgger den strategi, at vi begynder med xstart og xstart +
Aellx, ear det rimeligt at forudswtte, at funktionen er monotont voksende
eller aftagende 1 omraadet heromkring. Med denne forudsstning vil vi
altid nerme os til roden med regula falsi metoden. Er forudsstningen
ikke opfyldt, d.v.s. at der optreder et lokalt minimm eller maksimum,
risikerer vi at konvergere mod dette ekstremumspunkt.

I proceduren ROOT8, der er lavet efter den her skitserede strategl., og
som er beskrevet 1 nmste afsnit, gemmer vi fortegnet af den fgrst be-
regnede differenskvotient og laver fejludhop, hvis der senere optresder
en differenskvotient med modsat fortegn. Fejludhop foretages ogsasa, hvis
den mumeriske verdi af den bedste y-verdi er mange gange (100) stgrre end
den mumeriske verdi af alfaxdelx, fordi vi da maa vare konvergerel il et

ekstremum, ikke en rod.

6., Andre forholdsregler., 1 ROOT8 er der yderligere indbygget den
simple sikkerhedsforanstaltning, at proceduren hele tiden gemmer den be-
regnede y-vardi, hvis nmumeriske verdi er mindst, samt den tilsvarende x-
vardi, Den sidste afleveres altid som den fundne rod. Er man meget

nervéds for, at proceduren ikke skal konvergere indenfor en rimelig tid,
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kan man indbygge en t®lling i y-proceduren og foretage fejludhop, hvis
antaliet af kald overskrider en vis stgrrelse.

4,3.5. Proceduren ROOT8. Demne er udarbejdet efter den strategl, som
blev diskuteret ovenfor. Deklarationen er:

procedure ROOTS(y, X, delOX, eps, outside, maxstepfac, ERR(R);
value delOx, eps, maxstepfac;
boolean outside;
real y, x, delOx, eps, maxstepfac;
iebel ERROR;
begin
boolean first, up, error;
EEE:..; xold, xbest, ybest, yold, ynew, delx, alfa, 4iff;
Xbest :=x0ld := x;
ybest :=ynew :=y;

yold := 2xynew;’
delx := —delOXxsign( ynew) s
first := true;

.D

error := false;
for diff := ynew - yold vwhile
abs(delx) > eps A yold 1= 0 A -, error do
begin
if first v abs(diff) > 1 -4xabs(yold) then alfa := diff/delx;
if -, first A (alfa < 0 =up) then error := true;
delx := -ynew/alfa; '
for x :=xo0ld + delx vwhile outside
v abs(delx) > abs(maxstepfacxdelOx) do
delx :=0,5xdelx;
xold := x;

yold := ynew;

ynew :=y;

if first then

begin
up := (ynew-yold)/delx > 0;
first := false
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end if first;
if abs(yne‘w) < a‘bs(ybest) then

begin

ybest .= yneW°
Xbest := xold

end if better
end for diff;
X = xbest;
if error v abs(ybest) > 100xabs(alfaxdelx) then go to ERROR
end ROOTS;

Til afprgvning af ROOTS er lavet program d-186, Det finder roden i 11
forskellige funktioner, hvoraf de 9 fgrste er taget fra Naur (1964) 1 det
ovenmsvnte studenterprégveprogram, . og de to sidste er de samme, som blev
afprgvet tidligere i denne bog. Programmet er:

Program d-186. Prgve af ROOTS.

begtn
integer 1, 3;
real x; :
comment. library ROOT8;
procedure P(xmin, xmax, xstart, eps, root, function);

IE'lWE.S xmin, xmax, xstart, eps, root;
real xmin, xmex, xstart, eps, root, function;
begin

boolean procedure outside;

outside :=x < xmin v x > xmax;

real procedure Y;

begin
Y :=functiong
J = +1
end Y5
1 :=1+ 13
J 2=0;
trykvr;

tryk({-nd}, 1);




ERROR: tryktekst({< E });
Fl:
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x :=xstart; : , S
ROOTB(Y, x, 0.01x{xmex-xmin), eps, outside, 10, ERROR);

trykml(5);
go %o Fi;

tryk( {~nadaad, j); ' o ,

- tryk({-n.ddddded ~ddp, trykml(4), root, trykmi(4), x, trykmi(4), Y)
end P;
i :=0;
trykvr; .
tryktekst({Nr. Iteration Rod, sand Rod, ber. v3);
trykvr; . B .
P(0, 2, 0.05, 1,6, 0.1, if x<0.1 then 10xx - 1 else 1,-20);
P(-2, 0, -1, 1,76, 0, -14x);
P(5, 6, 5.5, 1,76, 5, 5-x);
P(-17, =13, -15, 1,6, -13, x+13);
P(0, 20, 10, 1.4, 0.95, (x+0.05)40.1-1);
P(0.001, 99.9, 0.5, 1,-5, 0.01, x+1/x-100.01);
P(2, 12, T, 1,6, 10, %/10-x46/1,8-0.99);
P(-5, 10, 3, 1,-6, 1.324718, x43-1-x); ‘
P(-3.2, 20, -1, 1,5, -0.4, sin(x)+x/4+0.489418); |
PO, 1, 0.5, 1,5, sart(0.5), x42-0.5); |
P(0, 2000, 1000, 1,-2, 1273.35, 665.17485+xx(3.359595+xx
(8.14959053 ~3+xx(-7.1126416 -7 -x»2.5486772,~10)))-16580) ;

. trykvr
229 program;

Resultatudskriften er:
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Iteration Rod, sand Rod, ber. y

Nr.

1 b 1,0000000 ,~1 1.0000000 -1 =3.7252905 ,-9
2 E 16 0.0000000 -6.3137652 -7  =1.0000006

3 10 5.0000000 5.0000000 0.0000000

4 10 ~1,3000000 ;1 =1,3000000 , 1 0,0000000

5 12 9.5000000 -1 9.499999% ,-1  -1.1175871 -8
6 13 1,0000000 ,~2 9.9999986 -3 1,3828278 , -5
1 9 1.,0000000 1 9.9999999 =3.7252903 9
8 11 1.3247180 1.3247180 -3.7252903 =9
9 7 -h,0000000 ,-1  -3.99999T1 -1 0,0000000
10 7.0710678 -1 7.0710678 -1 0.0000000
11 7 1,2733500 . 3 1,2733501 ,, 3 0.0000000

Programmet udskriver antallet af iterationer, den raa forhasnd kendte
rod (som igvrigt ikke benyttes), den beregnede rod og den tilsvarende
y-verdi, Funktion nr. 2 har givet fejludhop, idet funktionen -1 + x ikke
har nogen rod 1 det opgivne interval fra -2 til O, Proceduren afleverer
x =0, som den verdi der giver numerisk mindste y. For de gvrige funktio-
ner er det gemnemsnitlige antal iterationer 9.

L L, Serier af Rgdder.

I visse tilfwlde har man brug for at bestemme roden i en funktion for
flere forskellige verdier af en parameter, som indgaar i funktionsudtryk-
ket. Som eksempel tager vi funktionen:

Y 3=xA6 + DxxA5 - 20xx - 1;

For p =20 har vi roden x = 1. Vi ¢nsker nu at bestemme roden for
p =2, 21, 22, o0.8.v. op til 30, Dersom beregninger af denne art skal
udfgres manuelt, vil man efterhaanden opbygge en tabel over rgdderne og

beregne differenserne:
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p Rod Deltai Delta? Delta3

20 1.00000

. -0,01130
21 0,98870 +0,00061 . ,
-0.01069 -0,00005
22 0,97801 +0,00056
-0,01013

25 0,96788

Hvis vi her forsgdger at forudsige roden for p = 24 ved at ekstrapolere
ud fra differenserne, finder vi:

0.96788 + (=0,010134(+0,00056+(~0,00005))) = 0,95826
som ved indsmttelse viser sig at ligge meget neor den rigtige rod.
L4,4,1, Proceduren ROOTY, Denne ekstrapolation til den nmste rod i en

serie af rgdder ved hjelp af differenserne kan udf@gres med proceduren
ROOT4, hvis deklaration er:

procedure ROOT4 (q, n, xO, delOx, xwmin, xmax, epsilon, epsy, diffx, x, y);
integer q, n;
boolean epsy;
I_'S.a.'la X0, delOx; xmin, xmax, epsilon, x; y;
array diffx;
begin

integer J;

boolean first;

real delx, yold, ynew, A;

procedure incr(z);

real z3

begin

A =2z
Li: 1If -, epsy then begin
if epsilon - abs(A) > 0 A -, first then go to L4 end;
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ifx+A <xminwvx+A > xmax then
begln
A :=0,5xA;
g0 to Lt
end;
delx s=Aj;
X :=x + delx
end incrg
first := true;
x s=1f q=0 then x0 else diffx[0];
1f q<1 then go to 13;
delx :=0;
ggg Js=2 step 1 until q do
delx :=delx + aiffx[j-1];
iner(delx);
15: yold := ynew;
ynew :=y;
if epsysepsilon - abs(ynew)>0 then go to Lh;
if first then
begin .
iner(delox);
first :=false;

g0 to 13
end first;
delx :=if yold k ynew then delxxynew/(yold-ynew) else -0.5xdelx;
incr(delx);

go to L3;
Ih: if Q=0 then go to L5;
A :=x;

for j:=t step 1 until q do
A z=diffx[j-1] s=A - aifrx[§-1];
if q<n then diffx[q] :=aiffx[q-1];
If a= then go to L5;
_i_f’gz Je=a-1 steg -1 until 1 do
airex[j] e= atrrx[j-1];

L5: aiffx[0] == x;
ig qa<n then q :=q + 1

end ROOTA ;
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Paremetrene i ROOTY ex:

£§£’5§$§ qs Bt tmlleveerk,; .som  skal sattes til nul fér- férste
kald af ROOT4., Proceduren t®ller een frem heri

. efter hvert kald, indtil den naar n: .

integer n: Den ¢nskede orden .af differenstabellen.

real xO: Startverdien af x,

real delOx: Fgrste tilvekst 1 x.

real xmin: Nedre grense for x.

Teal xmax: @vre grense for X.

real epsilons Den tilladelige fejl paa x eller y.

boolean epsy: Specificeres som sand, hvis epsilon . refererer til

y og som falsk, hvis epsilon gmlder x.
array diffoO zn]z Bruges af proceduren til lagring af differenserne.

25% X3 Den uafhengige variable, Er lig med roden ved ud-

A hoppet fra ROOTY, .

resl y32 Den opgivne funktion (udtryk), hvis rod skal fin-
des,

Program d-187 viser anvendelsen af ROOTY til bestemmelse af roden for
de 11 verdier af p. FProgrammet er:

Program d-187. Prgve af ROOTH,

begin
integer pr: Q4 Js
real X;
array diffx[Osh];
comment library ROOTY g
real procedure y;

begin
v = %46 + pxxA5 - 20xx - 13
J =g+
‘end y3
q = 0

trykvr;
tryktekst({< p Iteration X ¥3)s
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trykvr;

for p = 20 step 1 until 50 do

begin
trykvr;
tryk({~ndb: p);
J = 0; : L /
ROOT4(q, 4, 0.9, O 025, 100, 100, 1,~5, false, diffx, X ¥);
tryk({-nddad}, J);
. tryk({~n.ddddddqd -dd}, trykml(lL), x, trykml(h). y)

end.- for p

end program;

Resultatudskriften er:

p Iteration be y

20 6 1 ,0000040 3434196
21 5 9.8869904 -1 1. 704556 =5
22 b 9.7800693 -1  ~1.9073486 -k
25 3 9.6787755 1 2.8550625 A+
ol 3 9.5824559 -1 8.6784363 =5
25 3 9.907h93 -1 -1.6885996 b
26 3 9.4033272 -1 -1.97887h2 -5
21 3 9.3197938 1 3.9458275 -5
28 3 9.2398U15 -1 =5.2630901 =5
29 > 9.1632512 =1 44 ,1663647 =5
50 > 9.089T14T -1 5.5432520 -6

Programmet bestear i det vssentlige af en for-swtning styret af p.
For hver vardi af p kaldes ROOTY een gang; og der udskrives en linie med
antallet af iterationer, veordien af x og verdien af y. Vi har her sat
n = 4, og vi ser, hvorledes det ngdvendige antal af iterationer falder
fra 6 til 3, efterhaanden som differenstabellen bygges op. 7

. ROOTY virker igvrigt smaledes. Der er en lokal procedure, iner(z),
der gger X med zZ. Hvis man derved kommer udenfor intervallet fre xmin til
smax, halveres z, indtil betingelsen er opfyldt.
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Som startverdli i rodbestemmelsen bruges f@grste gang x0, og de fgl-
gende gange beregnes startverdien ud fra differenstabellen, Den videre
beregning sker derefter med det smdvanlige regula falsi udtryk:

delx := delx=ynew/(yold-ynew);

For at undgea division med nul, benyttes halvering af den +tidligere
differens, hvis yold = ynew,

Naar roden er fundet, opbygges de nye differenser inden udhoppet.

Der findes en tidligere version af ROOTY, som kaldes ROOT3, men som er
resten identisk med ROOTY. Et eksempel pea brugen heraf til beregning af
en tabel over ammoniakligevegten er vist paa side 18 i Kjmr (1963b),

L.5, 1gsning af flere ulinesre Ligninger,

Vi skal nu udvide de tidligere rodbestemmelsesmetoder +til ogsaa at
omfatte flere variable. Som eksempel kan vi tage de tre ligninger:

Fi1(xi, x2, x3) = 0
F2(xi, x2, x3) =0
F3(xt, x2, x3) = 0

Vi skal finde et talsmt x1, x2, x5, sasaledes at de tre udtryk F1, F2 og F3
bliver nul paa n@mr en tilladelig fejl. Princippet er det samme som ved
rodbestemmelser med een ubekendt. Med tre variable begynder vi med et
opgivet talsmt:

xstart[1], xstart[2], xstart[3]

De tre funktioner beregnes i dette punkt samt i visse nabopunkter, Man
udtrykker derefter de +tre funktioner som linemre funktioner af de tre
variable, s®mtter disse til nul og l¢ser de derved fremkomne linemre lige
ninger. Den fundne lgsning vil wvere korrekt, hvis de originale funktioner
var linesre. Ellers gentages beregningen omkring det nye punkt.

Ligesom ved tilfsldet med kun een ubekendt kan vi her skelne mellem
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regula falsi metoden; hvor vi beregner differenskvotienter som tilnsrmel-
ser til de sande partielle differentialkvotienter, og Newton-~Raphson
metoden, hvor vi direkte beregner de sande differentialkvotienter. Regula
falsi metoden er den mest benyttede og er vist som proceduren NOIEQS ne=-
denfor, I de sjeldnere tilfmlde, hvor differentialkvotienterne kan be-
regnes enalytisk, kan man bruge proceduren NOLEQ4, der arbejder med Newton-
Raphson metoden.

4.5.1., Proceduren NOLEQ3. Vi giver fgrst deklarationen af NOLERQD:

procedure NOLEQ3(var, count, cmax, outside, xstart, delOx, xact, epsx,
yact, yold, yO, inveps, maxstepfac, FOUND, ERRCR);

value var, cmax, inveps, maxstepfac;

o=t

boolean outside;
integgz var, count, cmax;

ESE& inveps, maxstepfac;

array xstart, delOx, xact, epsx, yact, yold, yO;
label FOUND, ERROR;

begin

boolean foundg

i§§S§£§ corcount, 1, J;

real R, 5

array corx[l:var];

corcount := count - (count-1) :(var+1)x(var+1);

for 1 3= 1 step 1 until var do xact[1] := xstart[i];
if count % O then

begin

for i =1 step 1 until var do
if corcount = 1 then yo[1] := - yact[i]

else : _
yold[1, corcount-1] := (yact[1] + yo[1])/delOx[corcount~1];

if corcount < var + 1 then

begin
J =13
L1: for 1 := 1 step 1 until var do xect[1] = xstart[i];

xact[corcount] = xact{corcount] + delOx[corcount]/J;
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if outside then
begin

J. = 2xJ;

go to Li
end 1f outside

ggg if corcount < var + 1

else
begin
INVERT2(ver, yold, inveps, ERROR);
225 i1 =1 step 1 until var do
begin
R = O3

for j s= 1 step 1 until var do
R s= R + yold[1, 3lxy0[3]s
corx[i] =R

ggg for i;

found 3= true;
S = 03
£g£ i =1 steg 1 until var gg

begtn -
R := abs(corx[i]/del0x[1i]);

if R'> S then S := R;

1f abs(corx[i]) > epsx[i] then found := false
end for i;
if found then go to FOUND; N
if s > mexstepfac then

for i :=1 step 1 until var gg

corx[1] == corx[i]/Sxmaxstepfac;

L2: for 1 :=1 step 1 until var do -
xact[i] e= xstart[i] + corx[i];
if outside then
begin

for 1 := 1 step 1 until var do
corx[i] := 0.5xcorx[1];
go_to L2

end if outside;

for 1 :=1 step 1 until var do
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xstart[i] = xact[i]
g:gg if corcount = var + 1

end count 3 O;

count = count + 13

if count > cmax then go to ERROR

end NOLEQ-3;

Parametrene i NOLEQ3 er:

integer var:

integer count:

integer cmax:

boolesn outside:

array xstart[i :var]:
array delOx[1:var]:

array mct[i :var] H

array epsx[1:var]:
array yact[1:var]:

array yold[1:var, 1:var]:

array yO[l gva:r] 2

real inveps:

Antallet af variable (ubekendte).

Bt tmllevark, som brugeren skal smtte til
ml fgr fgrste kald af NOLEQS>. Proceduren
twller 1 frem i count ved hvert kald..
Maksimmsverdien af count.
cmax, laver proceduren fejludhop til eti-
ketten ERROR. .

Dette vil normalt vsre en boolean proce-
dure. Den kaldes (ved name) af NOLEQ3,
hver gang et nyt s»t af aktuelle x-vardier,
xact[1:var], er beregnet, Ligger dette swt
udenfor et +tilladt omraade, skal outside
ssttes til true, ellers til false.
Startverdier af x.

Tilvekster i x.

Det aktuelle s®t x-verdier.
altid af proceduren.

Den tilladelige fejl i x-vserdierne.

De aktuelle funktionsverdier svarende til
xct. Efter hvert kald af NOLEQS skel
hovedprogrammet beregne yact.

Benyttes af proceduren til lagring af funke
tionsverdierne fra hvert kald.

Bruges af proceduren til lagring af funk-
tionsverdierne svarende til xstart (med
modsat fortegn).

Det mindste tilladelige dJdiagonalelement
ved matrixinversionen.

Hvis count >

Det swmttes




real maxstepfac:

&abel FOUND ¢

label ERROR:

Proceduren  kontrollerer, at sndringen 1
variabel nr. 1 ikke overskrider maxstepfac
=delOx[1] for alle verdier af i3 -1.{ 1 <
VBY . Er dette tilfwldet, reduceres alle
tilvekster 1 samme -forhold, saaledes at
betingelsen netop er opfyldt.

Proceduren hopper til denne etikette, naar
x~-vardierne .er fundet med den givne tole~
rance, epsx. L@gsningen indsmttes baade i
xact og 1 xstart,

Fejludhopsetikette, som proceduren hopper
til, hvis et diagonalelement bliver mindre

end inveps, eller count > cmax.

Proceduren benytter den globale procedure INVERTZ2 til matrixinversion.
Vi illustrerer nu procedurens virkemaade for +tre ligninger med tre

ubekendte.

Ved fgrste kald (count = 0) indsmttes blot startverdierne af xact:

for i := 1 step 1 until var do xacti] s= xstart[i];

Hovedprogrammet skal derefter beregne de tilsvarende yact-vmrdier.
T nmste kald (count = 1) gemmes yact-verdierne i y0 (med modsat for-

tegn):

for i := 1 step 1 until var do yO[1] = - yact[i];

Derefter smtier proceduren de nye veerdier af xact:

xact[1] s= xstart[1] + delOx[1];

xact[2] = xstart[2]

xact[3] &=

©

xstart[3];

Hovedprogrammet skal derefter beregne de tilsvarende yact-vardier.

I mmste kald (count = 2) gemmer proceduren yact-verdierne i den fgrste

sgjle af yold-matricen:
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£2£ iz3:x=1 steg 1 until var do
yold[i, 1] s= (yact[i] + yO[1])/de10x[1];

Dette er differenskvotienterne af de tre funktioner med hensyn til den
fgrste variable.
Nu smttes det nye s®t x-verdier:

xact[1] := xstartfi];
xact[2] = xstart[2] + delOx[2];
xact[3] = xstart[3];

og efter udhop og nyt kald (count = 3) gemmes de nye differenskvotienter
i den anden sgjle af yold.
Endelig faar vi for commt = U4 gemt differenskvotienterne for x-vardi-

erne:

xact[1] s= xstart£1]§
xact[2] := xstart[2];
xact[3] = xstart[3] + delOx[3];

1 den tredje sgjle af yold. Elementet yold[i, Jj] er altsaa differense
kvotienten af funktion nr. i med hensyn til den variable nr. j. Fgrst nu
begynder de egentlige beregninger. For kortheds skyld skriver vi diffe-
rentialkvotienterne som:

ali, J] := yora[1, 3]

co

og vi udtrykker den sggte lgsning ved startverdien og en korrektion:
x[1] s= xstart[1] + corx[1];
x[2] &= xstart[2] + corx[2];

x[3] := xstart[3] + corx[3];

De linewmre tilmermelser til de tre funktioner kan nu skrives som:
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F[1] = a[1,1]sx[1] + a[1,2]=x[2] + a[1,3])=x[3] + k[1];
F[2] = a[2,1]=x[1] + a[2,2]xx[2] + a[2,3]=x[3] + k[2];
F[3] s= a[3.1]xx[1] + a[3,2]xx[2] + a[3.3]xx[3] + k[3];
Pag matrixform kan vi skrive det:
F=ax+k
Swtter vi heri vektoren x = xstart + corx, faar vi:
F = a(xstart+corx) + k
For x = xstart er F = —~ yOgs
-y0 = axstart + k
og for x = xstart + corx er F = O3
0 = a(xstart+corx) + k
Dette giver:
yO0 = a corx
eller skrevet helt ud:
a[1,1]xcorx[1] + a[1,2])xcorx[2] + a[1,3]xcorx[3] = yO[1]
al[2,1]xcorx[1] + a[2,2]xcorx[2] + a[2,3]xcorx[3] = yo[2]
a[3,1]xcorx[1] + a[3,2]xcorx[2] + a[3,3]xcorx[3] = yo[3]
Dette er et simpelt, linewrt ligningssystem (se side 12). Vi inver-
terer a-matricen (yold) og multiplicerer den inverterede matrix med hgjre-

siden, y0. Herved findes talsmttet corx[i:var].
Inden corx-vektoren adderes til xstari-vektoren, undersgger proceduren,

om alle corx-elementerme er mindre end eller lig med det tilsvarende
epsx~element (nmumerisk). Er dette tilfmldet, hoppes straks til etiketten:
FOUND., Er dette ikke tilfwldet, findes stgrstevardien af:
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abs(corx[i]/ae10x[1])

for alle 1i: 1.5 i < var. Hvis stgrsteverdien, S, er stgrre end maxstepfac,
bliver alle corx-verdierne reduceret:

233 i ¢=1 steg 1 wntil var do

corx[1] := corx[i]/Sxmaxstepfac;
Derefter indsmttes de nye verdier af xmct:

for 1 =1 steg 1 until var do
xact[i] s= xstart[i] + corx[i];

Proceduren kalder derefter parametren outside, og hvis denne er sand,
halveres alle corx~elementer, og xact beregnes igen, outside kaldes igen,
0.8.V, Sas snart outside bliver falsk, smttes ogsaa xstart lig med xact:

for 1 := 1 step 1 until var do xstart[i] = xmct[1];

Proceduren forlades derefter, og hovedprogrammet mas da beregne de nye
yact-verdler, der (med modsat fortegn) gemmes som yO, og vi begynder
forfra med en ny cyklus, hvor hver variabel faar en tilvekst til bestem-
melse af differenskvotienten.

4,5.,2, Proceduren POL, Til demonstration af brugen af NOLEQ3 og af
de senere optimeringsprocedurer kan vi med fordel bruge en lille procedure,
FOL, der simulerer en ammoniakkonverterberegning.

Pag side 43-47 i Kjer (1963b) er omtalt beregningen af ammoniakkonver-
tere af Qquench-typen, d.v.s. hvor katalysatoren kgles ved tilsmstning af
kold gas paa forskellige punkter ned gennem katalysatorlaget. For en be~
stemt konverter af denne type (altsaa med fikserede dimensioner) og for
fastholdte driftsbetingelser, vil resultatet af konverterberegningen wvere
en funktion af de to variable:




tinlet: Indgangstemperaturen til det @verste lag katalysator (gr.C).
ginlet: Den relative gasmengde, som strgmmer ind 1 det gverste lag
katalysator (procent).

Resultatet af beregningen udtrykkes som de to funktioners

PROD: Ammoniakproduktionen (metr.t/24+ h).
LNEC : Den ngdvendige hgjde af den nedre varmeveksler (meter).

For en bestemt konverter af denne type og for bestemte. driftsbetingel-
ser blev.udfgrt U8 beregninger af PROD og LNEC, . nemlig for 6 verdier af
tinlet og 8 wvmrdier af ginlet. Resultatet heraf er vist 1 tabellerne
nedenfor:

Ammoniakgroduktion. PROD

tinlet: 400 410 420 430 Lho 450

ginlet: ,
66 67.49 68,80 T0.00 T1.12 T1.88 72,35
68 - 68.69 70,03 T71.27 T72.06 T72.55 72.78
70 69.88 T1.25 72,10 T2.6% 72,85 T2.72
72 71.03 72,02 72,64 72.85 72,72 72,32
e 71,81  72.5% 72.81 72.68 72,28 T1.6h
76 72.32 72,70 72,63 72.25 T1.59 T70.69
8 T2.54  72.55 72,20 T1.56 T70.64  69.54

80 72.42 72,15 T71.55 T70.62 69.50 68.23




-130-

Ngdvendig hgjde af varmeveksler, INEC

tinlet: 400 410 420 430 Lo 450

ginlet: . ) . . _ )
66 1.92 2,13 2.1 2.81 2,96 3.17
68 1.92 2,12 2,38 2,48 2,61 2,79
70 1,93 2,12 2,18 2,28 241 2,58
T2 1.93 1.98 2,05 2.15 2,29 2,46
T4 1.83 1.88 1.97 2.08 2,22 2.39
76 1.75 1.82 1.91 2,03 2,47 2,35
78 1,70 1.78 1.88 2,00 2,15 2,33
80 1.67 1.76 1.86 1,99 2.1k 2,32

De to funktioner blev derefter behandlet paa polynomieapproksimations-
programmet PA-T (eller rettere pea dets forlgber i maskinsprog, PA-4),
Den tilsvarende beregning er vist som typisk beregning for PA-7 1 appen~
dikset. De to s»t polynomiekoefficienter blev udtrykt som en 293}_ pro-
SSQEI'_E POL med de tre parametre:

integer type: For type = 1 faas PROD og for type = 2 faas INEC.
real xi: Den aktuelle verdi af tinlet.
real x2: Den aktuelle verdi af ginlet,

Deklarationen af POL er:

real procedure POL(type, x1, x2);
Y@._.},ES type, x1, x2;
integer type;
real x1, x2;
begin
integer Jj;
real RES;
procedure P(a0, a1, a2, a3, al);

value 20, al, a2, a3, alt 5
real a0, a1, a2, a3, ak;
begin .
RES := BRES + ((((elxx1 + a3)xx1 + a2)xxl + al)xxl + a0)=xx24j;

—— e e —




Je=J+1
end F;
RES 3= O;
J = 03 :
x1 :=x1-—1+25;
X2 =x2 - T35
if type = 1 then
begln |
P( 7.28366518
2.37557410,
P 4.24103338,
8.36939706,
P(-lt,66653700,,
-1.31535297,
P( 6.12106929,
-1.,04237200,
P( 3.48684193,
8.68393465,
P( 1.14714568

151~

1, L.9hoBoh8h
-1)3
=3, =1.56682775,
-8);
2, 1.1h471391
=7);
4, 3.1221648k
-8);
-4, 5.81336386,
~9);
-6, -7.55820787,,

1.75072212w¢10); ,

KAJ%&@%

-6, =1.39502023

-1, 2410466010-10)

end
else
begin
P( 2,05517761
4 .80753033,,
P(-3.573Th946,
1.28303912
P( 3.43945688

P(-8.955T1458

--5.171&858610

“‘1 00721'" 73""210
P( 1.35239950,
3.69149646_

v 1.09969770,,
-8);
-2, 9.07821752,
-T);
-3, —2.856L+1+78h10
-8);
2, 4 h2799781,,
-8);
ody | 200015265210
-9)3

-3, -1.90311550, -3, 9.74322842, 6,

—2, -5.439367hh._

-y 9.2309175h,

5. 5.34078535,

-6, -5.41804759,

9, =1.105Th9Th

T, 7.82265043,

2, 102723897010
-m-&%w%%w

4, 2.50597903,

5. 8.70536738

-5, -2,353U6U34,

P( 1.25541288, -5, -3.86864207, -8, ~1.25283778,
1.48571028,~10) 5

-6,

1

-6,

I

-8,

"5 n4

6,

1

6,

5,

T,

7,

9.82280472, -T,
1.43909563, -,

~1.22135790,, -8,

6, -2,65185593, -8,

60649h7167w-10;

3, 78765070,-10,

L, 4.,95970713 -7,

5, -1.23463257, -6,

800962055710 -7,
2.,15021;15110 «8;
-5.62393101, -8,

4,15479619n—10{
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P(~2,35409855,) -6, -1.95448903,) -7, 3.46996145 -8, 3.63699191,-10,
~5.19929076,-11) 5
end;
- POL := RES
end POL;

De to polynomier beregnes nmsten paa samme maade som eksemplet vist
pea side 48. , o ,

Til demonstration af NOLFR3 vil vi bestenme det swt verdier af tinlet
og ginlet for hvilket:

PROD = T1.5
INEC = 2

Det sker ved at beregne yact-vamrdierne som:

yact[1] = POL(1, mmct[1], xmet[2]) - T1.5
yact[2] := POL(2, xact[1], xmct[2]) - 2;

idet xact[1] er tinlet og xact[2] er ginlet. Programmet er:

Program d=-188, Prgve af NOLEQS.
begtn
boolean fin;
integer count;
real PROD, LNEC;
array xstart, delOx, xact, epsx, yact, yO[1:2], yold[1:2, 1:2];
comment library INVERTZ;
comment library POL;
comment library NOLEQS;
xstart[1] = 440;
xstart[2] := 68;
delOx[1] = 5;
delox[2] s=.2;
epsx[1] := 1;
epsx[2] := 0.2;

count = Oj
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tryktekst( {<
t~inlet g-inlet
¥;
fin := falses ) - — : -
Hi: NOLEQ3(2, count, 50, false, xstart, delOx, xact, epsx, yact, yold, y0,
1,8 ¥, F1, E1);
. _g_g;_Eg.GQ;
F1: trykvr;
tryktekst( {<FOUND}) ;
go_to G1;
El: trykvr;
tryktekst( {<ERROR}) ;
Gl: fin = true;
G2: trykvr;
1f (count~1) :3x3 = count - 1 then trykvr;
tryk( {~nddd.ddddp, xact[1], xact[2]);
PROD := POL(1, xact[1], xmct[2]);
yect[1] := PROD - 71.5;
INEC := POL(2, xact[1], xact[2]);
yect[2] := LNEC - 2;
tryk({-nddd .dddd00p, PROD, LNEC);
if -1 fin then go to Hi;
trykvr
end program;

PROD

Resultatudskriften er:

t~inlet g=-inlet PROD LNEC

L40O,0000 68,0000 T72,558228 2,599180
45,0000 68,0000 72.669138 2.6699%6
4ho,0000 70,0000 72.,853761 2.411905
420,0000 68,1038 T71.298672 2.,348836
425.0000 68,1038 T71.759266 2.4+28249
420,0000 T0,1038  T2.145484 2,178333%




Igsningen findes efter 13 iterationer +til tinlet

-1 3~

L11,0457 T70.5275 T1.587531 2,092726
16,0457 T70.5275  T72,01k447 2.123248
b11,0457 72,5275 72.266506 1.958033
406,2680 T1.4713 T1.500424  1.998335
411.,2680 T1.4713  71.969902 2,030972
4L06.2680 T73.4713 72.175319  1.877078
FOUND .
406,2680 T1.4T713  T1.500424 1.998335

Lo6 og ginlet =

71.5. Det bemsrkes, et der meget vel kan vere flere lgsninger. Hvilken
lgsning proceduren finder, afhmnger af startwwrdien. Dette forhold gmlder
naturligvis ogsaa, hvis der er flere rgdder i en funktion af een variasbel.

,+0505o - Procedllren Noml"o
stedet for regula falsi metoden, som i NOLEQ3.

Her bruger vi Newton-Raphsons metode 1
Deklarationen er:

procedure NOLEQ4(var, count, cmax, outside, xstart, delOx, xact, epsx,
yact, yold, yO, inveps, maxstepfac, r, s, FUNC, DERIV, FOUND,
ERROR) ;

22533 var, cmax, inveps, maxstepfac;

boolean outside;

integer var, count, cmax, r, 8;

real inveps, maxstepfac, FUNC, DERIV;

array xstart, delOx,; xact, epsx, yact, yold, yO;

label FOUND, ERROR;

begin

boolean found;
integer 1, Jj;
real R, 5;

array corx[1:var];
if count = O then

begin
for 1 := 1 step 1 until var do xact[1] := xstart[1];
for r = 1 step 1 until var do
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yO[r] = - FUNC
end

else

begin
for r = 1 step 1 until var do
for s ¢:= 1 step 1 until var do
yold[r, s] := DERIV;
INVERT2(var, yold, inveps, ERROR);

{gz i =1 steg 1 until var gg

begin
R 3= O3
for j =1 step 1 until var do
R =R + yold[i, jl=y0[Jj];
corx[1] := R

end for 1;

found := true;
S = 03

EEI i =1 steg 1 until var gg

begin |
R := abs(corx[1]/del0ox[1]);

if R > S then § := R;

if abs(corx[i]) > epsx[i] then found :=
end for i;
if found then go to FOUND;
if. s > maxstepfac then
{23 is=1 step 1 until var gg

corx[i] := corx[i]/Sxmaxstepfac;
for 1 :=1 step 1 until var do
xact[1] = xstart[i] + corx[i];
if outside then

Eegin

{gg i :=1 step 1 until var do
corx[1] := 0.5xcorx[i];
go_to 12

end if outside;

R =85 = 03

£g£ r =1 steg 1 until var gg

false
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begln
yact[r] s= - FUNC;
R := R + abs(y0[r]);
S := S + abs(yact[r])
end for r;
1£S > R then go to 13

595 i =1 gtep 1 until var gg

begin

yo[1] = yaet[i];
xstart[1] := xact[i]
end for i

artastn

end count 3 0;
count := count + 1;
if count > cmax then go to ERRCR

E.I}é-' NOLEQ-L 3

Sammenlignet med NOLEQ3 er parametrene de samme, men fire nye er kommet
tils

integer r, s3 Disse variable s»ttes af NOLEQ4, naar de to parametre
FUNC og DERIV kaldes.

real FUNC: Dette vil normalt vere en real procedure. Den kaldes
af NOLEQ4 i for-smtningen:

for r = 1 step 1 until var do y0[r] s= - FUNC;

FUNC skal derfor give funktionsverdien af funktion nr.
r og for de aktuelle verdier, xact, af X.

real DERIV: Dette vil ogsaa normalt vere en real procedure. Den
kaldes af NOIEQ4 i den dobbelte for-sstning:

"

1 steg 1 until var gg

e

for r
-]

for

yold[r, s] = DERIV;

o
o

1 step 1 until var do

DERIV skal give den partielle differentialkvotient af funktion nr. r
med hensyn til den variable nr. s. De sande differentialkvotienter indgaar
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altsaa 1 stedet for differenskvotienterne i NOLEQ3.

Hvert kald af NOLEQ4 giver en komplet cyklus, d.v.s. beregning af var
funktionsverdier og varAQ differentialkvotienter. Tmlleren, count, vokser
med 1.for hvert kald paa een cyklus, altsaa var + i gange langsommere end
count i NOLEQ3. : - : ~ .

En sammenligning af NOLEQ3 og NOLEQY4 er vist i fglgende programs

Program d-189. Prgve af NOLEQ3 og NOLEQL,
begin

boolean fin;

integer count, type, r, s;

array xstart, delOx, xact, epsx, yact, yO[1:2], yold[1:2, 1:2];

comment library INVERTZ;

comment library NOLEQ3;

comment. library NOLEQL;

real procedure FUNC;

FUNC := if r = 1 then

xact[1]A2 + xact[2]42 - 2

else

1/xact{1]A2 + xact[2]42 - 2;

real procedure DERIV;

DERIV 3= i£ r=1lvr=2As8

for type 3= 3, b do

begin
xstart[1] = 2;
xstart[2] 3= 3;
delOx[1] &= delOx[2] := 0.5;
epsx[1] := epsx[2] &= 1,4;

i

2 then 2xxact[s] else -2/xact[1]43;

]

4

count ¢= Oy

trykvr;

tryk({-n}, type);

tryktekst({< x1 x2 y1 y2b);
trykvr;

fin := false;
Hi: if type = 3 then ,
NOLEQ3(2, count, 50, xact[1] < O v xmet[2] < 0, xstart, delOx, xact,
epsx, yact, yold, yO, 1xF8' 2, F1, E1)
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else
NOLEQ(2, cownt, 50, xact[1] < 0 v xmct[2] < on xstart delOx, .xact,
FUNC, DERIV, F1, Ei);

epsx, yact, yold, yO, 1KF8' 2, T, 8,
go_to G2;
F1:  trykvr;
tryktekst( {<FOUND}) ;
go_to G1;
Bl: trykvr;
tryktekst( {<ERROR}) ;
Gl fin = true°
G2: forr =1, 2do yact[r] s= FUNC ;
if (count-1) 33x3 =
tryk({-n,ddddddw-dd)}n trykvr, xact[1], trykml(2), xact[Z]. trykml(Z).
yact[1], trykml(2), yact[2]);
1f -, fin then go to H1
SEQ for type

count - 1 v fin v type = 4 then

end program;

Resultatudskriften ers

3 xt x2 vl y2
2.,000000 3 ,000000 1.100000 ,, 1 7.250000
1,295622 2,000000 3.678636 2,595722
9.999367 -1  1.3856hk 9.198833 -1 9.201366 -1
1.000007 1.104392 2,196943 -1 2,196671 -1
9.999993 1  1.025294 h.7129%1 -2 L.T13225 -2
1 ,000000 1,004786 9.595938 -3  9.595625 -3
1..000000 1,000963 1.926482 . -3  1.926526 -3
1 ,000000 1,000193 5.855824 4 3.855824
1,000000 1,,000039 T.Ta2841 -5  T.712841 -5
FOUND ,
1,,000000 1.,000039 T.7T12841 =5 T.712841 -5
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L x1 x2 vi ye
2.000000 3.000000 1100000 1 7.250000
1.291339 = 2,000000 3,667555 . 2.599680
9.872263 -1  1.279467 6.116519 -1  6.63081k -1
9.999153 -1 1.030650 6.207076 -2 6.240970 o2
1.000000 1.,000456 9.117275 I+ 9.117350 -4
1..000000 1,,000000 2.086163 -7 2.086163 T
FOUND N _

1,000000 1.,000000 2,086163 -7 2,086163 ~T

Programmet lgser de to ligninger:

X142 + x242 = 2
1/X1A2 + x242 = 2

som har lgsningen x1 = x2 = 1 for positive verdier af x1 og x2, Resul-
tatet udskrives for hver cyklus, fgrst for NOLEQD med 9 cykler, og der-
efter for NOLEQ4 med 6 cykler.
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5. OPTIMERING AF FUNKTIONER

Vi har nu set, hvorledes man undersgger en forelagt funktion for fore-
komsten af nulpunkter. En aqden.vigtigApmaktisk opgave er at finde maksi-
mmsverdien af en funktion, d.v.s. et punkt, hvor funktionsverdien er
stérre end eller lig med funktionsvardien i alle andre punkter 1 det an-
vendte definitionsomraade.

Vi tager som eksempel funktionen:

F(x1, x2, x3)
som er en funktion af de tre variable x1, X2 og x3. Hvis F er et simpelt

wdtryk i de tre variable, kan vi maaske beregne formlerne for de tre par-
tielle differentialkvotienter med hensyn til de tre variable:

ar arF ar
axi dx2 dax3

Under forudsmtning af at maksimet ikke ligger pma randen af definiti-
onsomraadet, skal de tre differentialkvotienter veere nul i maksimet. Pro-
blemet er derfor reduceret til at lgse de tre (normalt ulinewre) ligninger:

dFaxi(x1, x2, x3)
dFdx2(x1, x2, x3)
dFax3(x1, x2, x3) = 0

]
(o}

Dette kan gfres med NOLEQ3 eller NOLEQY.

Hvis vi ikke sgger funktionens maksimum, men dens minimum, kan vi blot
erstatte F med -F og sgge maksimum herfor.

Ligesom ved rodbestemmelser vil vi anvende den strategi at begynde med
et s®t startwerdier, xstart[1:ver], undersgge funktionen i dette punkt og
nogle nabopunkter og iterativt nmrme os den rigtige l¢#sning. Man risike-
rer da at havne 1 et lokalt maksimum, d.v.s. et punkt hvor de partielle
differentialkvotienter er nul, men hvor funktionsverdien lkke er den
stgrste 1 det foreliggende definitionsomraade. Hvis funktionen har flere
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lokale meksime indenfor omrsadet, vil vore metoder f@gre o8 hen mod et af
disse punkter, men 1ikke ngdvendigvis det med den sbsolut stgrste funk-
tionsverdi. Er der risiko for, at noget saadent kan ske, kan man f.eks.
foretage en orienterende undersggelse =af funktionen 1 enkelte punkter
spredt over hele omraadet,; inden iterationen startes.

Vi diskuterer tre forskellige optimeringsmetoder. De adskiller sig
ved den maade paa hvilken funktionen udforskes i nabopunkterne.

I den fgrste metode (OPT1A) undersgges funktionen kun 1 diskrete
punkter med en bestemt afstand. Man kan her let tage sidebetingelser med
ind i overvejelserne og ogsaa klare det tilfmlde, at maksimet ligger i
randen af definitionsomraadet.

‘I den anden metode (OPT3) wundersgges funktionen 1 lige saa mange
nabopunkter, som der er uefhsngige variable. Funktionen tilnmrmes derefter
med et linewrt udtryk, og vi bevager os i den retning, hvor stigningen er
sterkest.

I den tredje metode (OPT4) underspgges funktionen 1 varx(var+2)/2 nabo-
punkter, og der beregnes et andengradspolynomium, som gear eksakt igennem
disse punkter. Proceduren finder de partielle differentialkvotienter ud
fra polynomiet og finder meksimet ved lgsning af de tilsvarende linesre
ligninger, som vist ovenfor, _

Endelig omtales proceduren OPT5, der virker som OPT4, men med tromle-
lagring af matricen, samt proceduren OPT7, der ogsaa er en udvidelse af
OPT4, Her kan man tilfredsstille sidebetingelser, baade for funktionen
selv og for andre funktioner.

5.1. Diskrete Metoder.

5.1.1. Proceduren OPT1A, Denne procedure finder fgrst og fremmest
maksimum af en funktion af een variabel:

y1 = £1(x);

idet den varierer x med en fast skridtlsngde, delx:
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X + delx
X + 2xdelx
X + Ixdelx

0.8cVe

Denne ggning af x fortsmttes, saalsmnge yl-verdierne ogsaa vokser., Saa
snart de begynder at falde igen, vmlges den nwstsidste x-verdi som den op-
timale, Dette lyder nmsten for simpelt til at det kan betale sig at have
en speciel procedure hertil, og OPT1A indeholder da ogssa flere ekstra
finesser.

Hvis meksimumverdien ligger lavere end startverdien af x, faar man
fglgende rekkefdlge :

X

X + delx
X - delx
X -~ 2xdelx
X - 3xdelx
0.8.V,

Der opgives et tilladeligt interval fra xmin til xmex. Proceduren vil
ikke lade X vokse eller aftage ud over intervallet, men valger den bedste
1gsning.

Endelig vil proceduren ogsaa tage hensyn til en anden funktion af den

samme variable:
y2 = £2(x);

Det forlanges, at y2 skal vere positiv eller nul.

Proceduren vil altsaa lade x variere opad eller nedad, indtil den fin-
der den x~ . som giver den stgrste verdi af y1 og for hvilken samtidigt
y2 2 0. De verdier af x, for hvilke y2 er negativ, lades ude af betragt-
ning.

Det forudsmttes, at de to funktioner, fi1(x) og f£2(x), hgjst har eet
mximm og intet minimum i det indre af det opgivne interval.

Proceduren OPTiA har issr veret brugt (og bruges stadig) til ammoniak-
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konverterberegninger, hvor man gnsker at variere katalysatortemperaturen
indtil ammoniskproduktionen bliver maksimum, og saaledes at overskuddet
af den nedre varmeveksler ikke er negativt.

Deklarationen af OPT1A er:

procedure OPT1A(q, x, y1, y2, num, xmin, delx, xmax, xold, ylold, y2o0ld,
numold, xopt, ylopt, y2opt, numopt, FOUND, ERROR);
ya__,‘_L}_J.g ¥y1, ¥2, num, xmin, xmax;
integer q, num, numoptg
523_;1, Xy y1, y2, xmin, delx, xmax, xopt, ylopt, y2opt;
array xo0ld; ylold, yZ20ld;
integer array numold;
label FOUND, ERROR;
begin
integer row, col, r;
switch TABIE? := ER, UP, DN, Si, S82;
switch TABIE> := ER, 81, 82, 83, D1, U3, DE, UE;
integer procedure NEG(z);

value z;
zeal z;
NEG := if z < O then 1 else O;
procedure TA(n);
Yalue n;
integer nj
if r = row then
begin
n := n3(84col);
nz:=ne= ni8x8 + 13
go_to if q = 1 then TABLE2[n] else TABLE3[n]

end

else r :=1r + 1;
procedure MOVE(n) to:(m)g
Yalue n, m;

integer n, m;

begin

boolean zero;

Zero :=n = Og

|
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xold[m] := if zero then x else xo0ld[n];
yiold[m] := if zero then yl1 else ylold[n];
y20ld[m] := if zero.then y2 else y20ld[n];
numold[m] := if zero then num else numold[n]

end MOVE;

procedure SELECT(n);

value n;

integer n;

begin

xopt := xold[n];
ylopt := ylold[n];
y2opt 3= y2old[n];
numopt 3= numold[n];
M FOUND
end SELECT;
1f q = O then
begtn
m(ol 1);
delx := abs(delx);
UP: X 3= x + delx
end
else
if q = 1 then
begtn
MOVE(O, 2);
row := NBG(y201d[1] - y201d[2]) + 2.NEG(y10ld[1] - ytold[2]);
col := NEG(y201d[2]) + 2xNEG(y201d[1]);
r 3= O3
TA(2 + 2x8 + 2x512) 5
TA(2 + Lubh + 1x512);
TA(1 + 3x8 +. 2:512);
TA(1 + 1x64 + 1x512);
ER: go_to ERROR;
DN: MOVE(2, 3);
MOVE(1, 2);
r = if q = 1 then 2 else 3xsign(delx);
delx = - abs(delx);
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if r < O then go to UP;
x := x - rxabs(delx)
E;_;_gifq=1

else

begin
MOVE(O, 2 + sign(delx))s
row = NEG(y2o1d[2] - y201d[3]) + 2xNEG(y201d[1] ~ y20ld[2])
+ bNEG(y101d[2] - y1o1d[3]) + 8xNEG(y10ld[1] ~ y1o0la[2]);
col := NEG(y201d[3]) + 2xNEG(y201d[2]) + LxNEG(y201d[1])s

r 3= Og .

TA(L + bx8 + Lx512 + 6x2097152) 5
r = 23

TA(L + 4«8 +2x4096 + 2x32768 )s
TA(L + 2x4096 + 3x26214l + Tx2097152);
r = 8;

TA(2 + 2x8 + 1x512 + 6x2097152)
r = 103

TA(2 + 2x8 + 2x4096 + 2x32768 )3
TA(2 + 24096 + 3%262140 + 7%x2097152) ;
TA(5 + 2x8 + 1x512 + 6x2097152) ¢
r 3= 1k

TA(S5 + 2x8 + 54096 + 2232768 V )s
TA(5 + 5x096 + 52262144 + Tx2097152) ;
go_to ERROR;

S1: SELECT(1);

S2: SELECT(2);

S3: SELECT(3);

Dl: go to if xold[1] - abs(delx) > xmin then DN
else 51;

DE: go to if xo0ld[1] - abs(delx) > xmin then DN
else ERROR;

U3: if delx < O then go to ERROR;
go to if x0ld[3] + delx < smax then L1
else 53;

UE: if delx < O then go to ERROR;
if x01ld[3] + delx > xmax then go to ERROR;

L
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Li: MOVE(2, 1);
MOVE(3, 2);
go to UP

end 4 > 15
q 33=q+1
end OPT1A;

De formelle parametre er:

integer q: Et t@=lleveerk, som Dbrugeren maa swtte til nul fgr fgrste
kald., Proceduren itmller 1 frem her efter hvert kald,

real x: Den aktuelle verdi af den uafhsngige variable. Startwerdien
mas vere indsat her for fgrste kald. Proceduren indsmtter selv nye ver-
dier her i .hvert kald.

ggg yi, y2: De to funktionsvwrdier svarende til x. Fgr fgrste kald
mea hovedprogrammet have indsat de to vardier, som svarer til startverdien

af x. Efter hvert kald masa hovedprogrammet ligeledes beregne y-vardierne
svarende til det nye X.

integer num: Et identifikationsnummer svarende til det aktuelle tal-
sst: x, yl og y2. Mea leveres af hovedprogrammet.

real xmin: Nedre grense for x.

real delx: Den faste tilvekst 1 x, Da proceduren skifter fortegn paa
delx, hvis x skal formindskes, skal den asktuelle parameter vere en vari-
abel, ikke en talveerdi.

real xmax: @vre gremnse for X.

array xold, ylold, y201d[1:3]: Bruges af proceduren til lagring af
gamle resultater. Kun data fra de tre sidste kald gemmes.

integer array numold[1:3]: Bruges ogsea ef proceduren til lagring af
gamle identifikationsnumre.

real xopt: Her afleverer proceduren den optimale x~veerdi.

real ylopt, y2opt: De tilsvarende vardier af yl og y2 som proceduren

ogsaa afleverer.

integer numopt: Identifikationsnummeret svarende til xopt. Afleveres
af proceduren.

ﬂiﬁ FOUND: Hertil hoppes, naar xopt er fundet.

i&‘ggi ERROR: Hertil hoppes, hvis xopt ikke kan findes. Dette sker,
hvis y2 er negativ for alle x, eller hvis talmaterialet ikke opfylder be-
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tingelsen, at der hgjst er eet maksimum og intet minimum pea de to funk-
tioner.

Proceduren virker saaledes:

I fgrste kald (q=0) gemmes talsmttet x, y1 og y2. Fortegnet af delx
sottes til plus, og x dges:

x = X + delx;

Hovedprogrammet skal da beregne de nye werdier af yi og y2.
I nmste kald (q=1) gemmes det nye tals®mt ogsaa, og proceduren skal nu
paa basis af disse seks tal:

x0ld[1], y1old[1], y2o014[1]
x0ld[2], y1ola[2], y2014[2]

trwffe et valg mellem fglgende fem muligheder:

UP: x skal dges yderligere

DN: x skal nu formindskes

S1: Velg f@grste s»t som optimalt

52: Velg andet s®t som optimalt

ER: Forudsstningerne er ikke opfyldt, og der skal hbppes til ERROR

Proceduren benytter fglgende beslutningstabel :
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yiéid[ﬂ E yzéld[ﬂ

Fortegn af y2old

og og Trow 1 2 1 2 1 2 1 2
ylold[2] y2old[2] + + |+ - |-+ |- =
col=0 | col=1 | col=2 | col=>"
1
0 DN DN ER DN
i
2
2
i DN ER 82 UP
9 ‘ _ ‘ ‘ o
1
2 upP 81 ER . | DN
2
1
2
> UP ER UP UP
1
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De fire rekker i tabellen svarer til de fire kombinationer af wvoksende
eller faldende verdi af y1 og y2. De fire sgjler i tabellen svarer til de
fire fortegnskombinationer af y20ld[1] og y20ld[2]. Proceduren beregner
paa simpel vis rwkkenummeret, row, og sgjlenummeret, col; ud fra fortegne-
ne af de fire stgrrelser:

ylold[1] - yiola[2]
y201d[1] - y2o014[2]
y20ld[1]
y20ld[2]

Nu kunne men have anbragt en switch med 16 etiketter, men da der 1 rea-
liteten kun er fem forskellige etiketter, kan det betale sig at skrive det
lidt anderledes. Dette er iswr vigtigt, naar vi kommer til den store be-
slutningstabel, baseret paa 3 s»t data og indeholdende 128 muligheder, men
heraf kun 8 forskellige.

Vi giver hver etikette et nummer:

ER: O

UP: 1

DN: 2

S1: 3

S2: L

Etikettetabellen:

DN DN ER DN

DN ER 52 uP

UP S1 ER DN

uP ER UupP up
skrives derefter som;

2 2 0 2

2 0 b4 i

1 o) 0 2

1 0 i i
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Ved at multiplicere tallene 1 sgjlenr. s (s =0, 1, 2, 3) med 8fs,
faar vi da

2x8 Ox64 2x512
0x8 Ly 6 1x512
3x8 Ox64 2x512
0x8 1x6l 1x512

= NN

Vi kan nu sddere tallene i hver rekke, saaledes at vi faar:
1042
770

1049
57T

I stedet for de oprindelige 16 tal eller etiketter har vi nu kun 4
tal, eet for hver rmkke, Proceduren indeholder fire kald af en lokal pro-
cedure, TA(n), nemlig:

TA(1042) ;
TA( 770)
TA(101+9),°
TA( 577);

Fgrst beregnes rwkkenummeret, row, og sgjlenummeret, col, ud fra for-
tegnene. Derefter smttes tmlleren, r, til nul, og vi begynder de fire TA-
kald, I hvert kald undersgges det om r = row, og hvis dette er tilfwldet,
beregnes nummeret paa switch-elementet som:

n := ni(84col);

n = n - n:Bx8 + 1;

og der hoppes til TABIE2[n] eller TABLE3[n], alt eftersom det .er beslut-
ningstebellen for to dataswt eller tre datasmt, vi arbejder med. Er r %
row, #ges r med 1. og vi gaar til nmste TA-kald.

Bemsrk, hvorledes vi ikke skriver TA(1042) men:
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TA(2 + 2x8 + Ox64 + 23&512);

og derved overlader det til oversmtterprogrammet at foretage udregningen.
Hvis vi nasar videre til tredje kald (g = 2), bliver beslutningstabel-
len som vist paa nmste side.
Her skal valget treffes mellem 8 forskellige muligheder:

S1: Valg f@rste sw=t som optimalt

S2: ~ andet -~ -~ -

S3: - +tredje - - -

Di:s Formindsk x eller wvalg fgrste sxt
U3 gg x eller welg tredje s=t

DE; Formindsk x eller hop til ERROR
UB: Zg x eller hop til ERROR

ER: Hop til ERROR

I de to tilfmwlde D1 og U5 skal valget af smt 1 eller 3 bruges, hvis
en yderligere mndring af x bringer os udenfor intervallet fra xmin til
xmax. Det samme gmwlder fejlhopsmuligheden i de to tilfslde DE og UE.

Valget af de 8 muligheder sker paa basis af fortegnet af de T stgr-

relser:

yiold[l] - yiold[?]
y1old[2] - ylo1d[3]
y2old[1] - y201d[2]
y201d[2] - y201d[3]
y201d[1]
y2o01d[2]
¥2014[3]

Heraf beregnes rsmkkenummer og s¢jlenummer i tabellen. Denne er igvrigt
kondenseret til eet tal per rmkke, ligesom for den lille tabel.
For at lette oversigten skriver vi kombinationen:

yilold1[1] < ylold1[2]
yiold1[2] > y1o1d1[3]

som:
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Beslutnigéstabel for 3 datasmt.,

yiold[ij y201d[1] Fortegn af y2o0ld
yiold[2] | y201da[2] |row
123 123 123 123 123 123 123 123
y1o1d[3] | y201d[3] PP OIS A R e e e
c0l=0|col=1|col=2]col=3|col=l |col=5|col=6|col=T
1
2 4] D1 D1 ER D1 ‘ER- "ER ‘ER- ‘DB
3
1 15
2 1 ER ER ER "ER ER "ER "ER" "ER
2
3 -2 2 D1 D1 'ER "ER S2 ‘82 'ER | ER
15
2
2 5 |s2 |m |ER |[ER |82 |ER |8 |UE
1
1
2 |4 |BR |ER | ER |ER |E |ER |ER |ER
3
i3
1 3 2 5 ER ER ER ‘ER ER ‘ER- "ER- ‘ER
2
2 |6 |ER |ER |ER |ER |ER |ER |ER | ER
13
2
2 T ER ER ER ER ER "ER ER ‘ER
1
1
-2 8 82 s2 ER 8 | ER ‘ER ‘ER DE-
p)
15
2 2 9 ER ER ER ER ER ER ER ‘ER
1 3
2 10 S2 52 ER ER S2 52 ER "ER-
13
2
2 11 S2 ER ER ER ‘82 ER S35 | UB
1
1
2 12 U3 S2 ER S1 ER "ER ‘ER- ‘DE-
3
3 135
2 13 ER ER ER ER 'ER "ER ‘ER "ER
2
2 14 U3 S2 ER ER U5 | 82 'ER- 'ER
1 13 ’
2
1
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Bemork, at alle kombinationer, som indeholder:

er forbudte, da de implicerer et minimum. De tilsvarende rekker i tabellen

er helt sprunget over.
Vi giver to eksempler paa brugen af OPTiA. Fgrst:

Program d-190. Prgve af OPTiA med een variabel.
begln
integer q, numopt;
ES?:J;, x, y1, y2, xopt, ylopt, y2opt, ginlet, delx;
array xold, ylold, y201d[1:3];
integer array numold[1:3]; ;
comment library OPTiA; |
comment library POL;
for ginlet := 70, T4, 78 do
begin
trykvr;
tryk({—ndd}, tryktekst({<ginlet =}}, ginlet);
trykvr;
tryktekst( {<tinlet Prod. Excess}p);
q = 03
X = )-G-OO;
delx = 10g
AA:  trykvr;
tryk({-naad}, x);
y1 = POL(1, x, ginlet);
y2 = 2,1 - POL(2, x, ginlet);
tryk( §-nddd.dd}, yi, y2); .
OPTMA(q, x, yl. y2, q+1, 300, delx, 500, x0ld, yiold, yZ20ld, numold,
xopt, ylopt, y2opt, numopt, Fi, E1);

go to AAg
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Fi: trykvr;
tryktekst( {<FOUND}) ;

go to Hi;
Ei: trykvr;

tryktekst( {<ERROR}) ;
Hi: trykvr;

tryk({-nadd}, xopt);
tryk({-nddd.dd}, ylopt, y2opt);
trykvr;
. trykvr
~ end for ginlet
end program;

Resultatudskriften er:

ginlet = . 70.

tinlet Prod. Excess
400 69,89  0.16
k10 T1.24 -0.01

FOUND .
4oo 69,89 0.16

ginlet = T4

tinlet Prod. Excess
400 T1.83 0.26
k10 72,52 0.2
k20 72,80 0.13
k30 72,70 0,02

FOUND ,
420 72,80 0.13
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ginlet = 78

tinlet Prod. Excess
Loo T2.54 0.40
10  T2.54 0.32
390 72,21 0.5

FOUND
Loo  T2.54 0.40

Her har vi simuleret optimeringen af driften af en ammoniskkonverter
ved hj®lp af proceduren POL., For tre forskellige verdier af ginlet vari-
eres tinlet 1. spring paa 10 grader til beregning af den maksimale ammo-
niakproduktion. Samtidigt skal overskuddet af den nedre varmeveksler
wesre positivt.

OPT1A kan ogsaa bruges til optimering af funktioner af +to variable.
Dette er vist i nedenstaaende program:

Program d-191. Prgve af OPTiA med 2 variable.
begin
iEESQSE Q1, 42, numoptl, numopt2, numg
real tinlet, ginlet, y1, y2, xoptl, xopt2, ylopti, yiopt2, y2opti,
y2opt2, delt, delg; .
array xoldl, xo0ld2, yloldl, ylold2, y2oldl, y20ld2[1:3];
integer array numoldi, mumold2[1:3];

comment library OPT1Ag

1 comment library POL;

trykvr;
tryktekst({Nr. tinlet ginlet Prod. Excess});
q1 := O
tinlet = 400;
delt := 10;
- ginlet := 70;

Al: q2 = Oy
delg := 2;

A2: nmum 3= num + 1
trykvr;
tryk({-ndb, num);

-
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yl = POL(1, tinlet, ginlet);
y2 3= 2,1 - POL(2, tinlet, ginlet);
tryk({-nddd}, tinlet, trykmi(2), ginlet);
tryk({-nddd.da}p, trykml(1), y1. y2);
OPTMA(q2, ginlet, yl, y2, num, 66, delg, 80, x0ld2, y10ld2, y201ld2,
nmumold2, xopt2, ylopt2, y2opt2, mummopt2, F2, E2);
go _to A2 .
E2: F2: OPMA(ql, tinlet, ylopt2, y2opt2, .numopt2, 380, delt, 460,.xo0ld1,
yiloldl, y2o0ldl, numoldl, xoptl, yloptl, y2optl, numoptl, F1, El);
ginlet = xopt2 - 2;
- 80 to Alj
Fi: trykvr;
tryktekst{ {<FOUND}) ;
. gngg Hi;
Bl: trykvr;
. tryktekst {<ERROR}) ;
H1: trykvr;
tryk({-nd}, numopti);
. trykvr
end progrem;

Resultatudskriften er:

Nr. tinlet ginlet Prod. Excess

1 4oo 70 69.89  0.16
2 koo 72 71.01 0.18
3 400 ™  T1.83 0,26
L koo - 76 7231 0,36
5 4oo - 78 72,54 040
6 400 80 T2.42 0.43
7 k10 76 72,71 0.28
8 k10 78 T2.54 0.32
9 10 T 72,52 0.23
10 420 T4 72,80 0.13
11 420 76 T2.65  0.19
12 420 72 72,64 0.05
13 430 72 72,84 -0,05
i 430 Th 72,70  0.02
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FOUND
10

Her finder vi optimum af ammoniaskproduktionen ligesom f£f@¢r, men . lader
nu OPTMA variere baade tinlet og ginlet. For hver werdi af tinlet varieres
ginlet med OPT1A, og det fundne optimum bruges - 1 et andet kald af OPTiA,
hvor tinlet varieres. Det er naturligvis en ret langsom metode, da der
skal beregnes temmelig mange punkter.

5.2, Linesr Optimering (steepest ascent).

5.2.1, Proceduren OPT3, Hvis det ikke er tilstrmkkeligt ngjagtigt at
lade de uafhanglge variable variere 1 spring af fast lmngde, maa man an-
vende metoder, . som tillader en kontinuerlig variation. Som f@grste eksem-

pel herpas giver vi proceduren OPT>, hvis deklaration er:

procedure OPT3(N, count, cycount, cymex, y, ymex, yO, yl, y2, delx, DELX,
XMAX, SSQ, eps, x, dif, MORE, ERROR, FOUND);
integer N, count, cycount, cymax;
322-_; ¥y ymax, y0, y1, y2, delx, DELX, XMAX, SSQ, eps;
array x, dify
label MORE, ERROR, FOUNDj
begin
integer i, q;
real R, A2, X;
if count = 0 then
begin
yO 3= ymex := y;
S5Q = 0;
g0 to L1

end;

q := count - N3

if 920 then go to L3;
dif[count] = (y-y0)/delx;
x[count] = x[count]-delxg




]

SSR := SSQ + dif[count]42;
1£ q = O then go %o L2;
11: count ¢= count + 13

x[count] := x[count] + delx;

go_to MIRE;
L2: R := DELX/sqrt(SsQ);

for 1 := 1 step 1 until N do aif[1] s= Rxaif[i];
L5z 1f q = 2 then go to Li;

count = count + 13

g.q = 1 then y1 = y;

for i s= 1 step 1 until N do x[1] o= x[1] + at£[1];

go_to MIRE;
th: y2 3= y; ,
A2 3= (y2-2xy1+y0)/DELXA2;
X = 1if A2<0 then
~(l4xy1-3xy0-y2)/ 2/DELX/A2
else XMAXxsign(y2-y0);
if abs(X). > XMAX then X := XMAX«sign(y2-y0) ;
for 1 s= 1 step 1 until N do

begin
x[1] = x[1]-2=aif[1];
aifr[i] = daif[1]-X/DEIX
end;
if abs(X)< eps then go_to FOUND;
count s= Oj
cycount := cycount + 1;
if cycount = cymax 52_2 ERROR ;

for i := 1 step 1 until N do x[1] = x[1] + atr[1];

go to MORE
end of OPT-3;

Parametrene 1 OPT5 er:

integer N: Antallet af uafhangige variable.

;I;nteger count: En tmller, som brugeren skal smtte til nul fgr fgrste

kald. Proceduren t=ller 1 frem her for hvert kald,

men swtter count til-

bage til nul, hver gang en ny cyklus paa N + 3 kald begynder.
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integer cycount: Dette er ogsaam et tmlleverk, hvor proceduren tmller

1 frem for hver cyklus. Skal nulstilles af brugeren fgr fgrste kald. . -
integer cymax: Hvis cycount bliver 1lig med cymax, foretager proce-
duren.et fejludhop til etiketten ERROR.

zgg_l y: Dette er et udtryk eller en real procedure, som skal give
veordien af den undersggte funktion, svarende til de aktuelle vardier af de
vafhengige variable, x.

real ymax, yO, yl, y2: Benyttes af proceduren til lagring af mellem-
resultater. Verdien af y i begyndelsen af hver cyklus gemmes i ymax, som
derfor normalt vil ende med at indeholde det sggte maksimum af y.

;_:gg._,'l, delx: Tilveksten i x, som benyttes ved den fgrste linewmre ud-
forskning af funktionen. Der benyttes samme tilvakst 1 alle de uafhmngige
variable.

real DELX: Proceduren foretager to faste skridt langs retningen med
storkest stigning, fgrst med tilvwksten DELX og derefter med tilvmksten
2xDEIX .,

real XMAX: Det tredje skridt langs denne retning maa hgjst have lang-
den XMAX,

real SSQ: Bruges af proceduren til lagring af mellemresultater.

real eps: Naar det tredje skridt langs retningen med sterkest stig~-
ning bliver numerisk mindre .end eps, anses maksimet for fundet, og der
foretages et udhop til FOUND, : : ) )

array x[1:N]: Talssttet med de uafhangige variable. Fgr fdrste kald
skal startverdierne vere +til raadighed her. Proceduren styrer den videre
variation af x. Naar maksimet er fundet, staar lgsningen i x.

array dif[1:N]: Benyttes af proceduren til lagring af tilvekster 1 x.

&a.bel MIRE: Dette er det normale udhop. Hovedprogrammet maa da be-
L& regne den nye y-verdl svarende til det nye s®»t x-vwrdier. Derefter kaldes

OFT5 igen.

&5’23& ERROR: Hertil hoppes, hvis cycount = cymax.

label FOUND: Hertil hoppes, naar lgsningen er fundet.

Proceduren virker paa fglgende maade. Unders¢gelsen er opdelt 1 to
faser: fgrst findes differenskvotienterne med hensyn til de N wvariable,
og derefter foretages tre skridt i retningen af den stwrkeste stigning
(steepest ascent).

For N = 3 vil fg¢rste fase bestaa af 3 kald (og basisberegningen) med
fdlgende verdier af x:
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count ‘x[1] x[2] x[3]
0 x[1] x[2] x[3]
1 x[1] + delx x[2] x[3]
2 x[1] x[2] + delx x[3]
3 x[1] x[2] x[3] + delx
I de tre kald for count = 1, 2 og 35 vil proceduren gemme differens-

kvotienterne i talsmttet dif:
dif[count] = (y-y0)/delx;

Her er y den aktuelle y~verdi og yO er y-verdien svarende til basisbe-
regningen. Sumen af kvadraterne:

dif[1]+2 + ﬁ-i‘[z]*2 + 90 000000
gemues i cellen for SSQ.
T det sidste af de N kald vil proceduren korrigere dif-verdierne ved

at dividere med sqrt(SSQ) og multiplicere med trinlmngden, DELX:

for 1 = 1 step 1 until N do
aif[1] := aifr[1i]<DELX/sqrt(SSQ);

Derefter begynder anden fase, som =altid omfatter tre kald (ogsaa for
N 4 3), og hvor de fgrste to kald bruger x~verdierne:

count x[l] 1[2] xb]
N+ 1 x[1]J+aif[1] x[2]+a1e[2] x[3)+air[3]
N+ 2 x[1]+2xaif[1] x[2]+2xaif[2] x[3]+2xatf[3]

Proceduren gemmer de to y-verdier svarende +til disse to kald som yl

v

og y2.
Ud frae den meade, som dif-verdierne blev beregnet pea, ser vi, at af-

standen i rumet fra basispunktet:




P: X[iln X[zjn x£3]

til punktet:

Qs x[1]+aie[1], x[2]+air[2], x[3]+dif£§]

netop er DELX, Komposanterne langs de tre koordinatakser er proportionale
med funktionens gradient (differentialkvotient) i den retning, og vi be-
vager os derfor fra punktet P til punktet Q langs retningen af den stmrke~
ste stigning. Det nmste punkt:

R x[1]+2xdaif[1], x[2]+2xaif[2], x[3]+oxdif[3]

ligger lsngere ude i1 samme retning, saaledes at afstanden PQ er lig af-
standen QR.

Beregningens fgrste fase giver os den retning, i hvilken funktionen
vokser stmrkest, Den anden fase skal nu fortmlle os, hvor langt vi skal
gea ud i denne retning. Vi har de tre punkter, P, @ og R i den rigtige
retning, og vi skriver nu funktionen, y, som et andengradspolynomium:

¥ 3= AsXA2 + BxX + C;

X er afstanden fra basispunktet; P, og ud ad den rigtige retning. De tre
konstanter; A, B og C, findes ved ved at indsstte de tre punkter:

P Q . R
X: 0 DELX 2xDELX
ye yo yi y2
Dette giver:

A 3= (y2-2xy1+y0)/2/DELXA2;
B = (bxyl=3xy0O~y2)/(2~DELX) ;

Hvis A < O har parablen sit toppunkt ved

X = = B/(QnA);
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eller:
X = = (bxyl=3xy0=y2)/(2-DELX)/(2xA);
Programmet beregner dette X. Hvis X er lille:
;bs(x) < eps

betyder det, at den parabolske ekstrapolation langs .den rigtige retning
fgrer 08 til et punkt, der er t®t ved basispunktet, P. Proceduren.anser
da meksimet for fundet og hopper til FOUND. Ellers indsmttes det nye
punkt svarende til X som basispunkt og en ny cyklus med N + 3 kald be-
gyndes. Da de hidtidige verdier af dif svarer til afstanden DEIX, om-
regnes de:

&izalstegluntilblgg |
aif[1] o= aif[1]=X/DRIX;

sealedes at de nu svarer til X. Hvis abs(X) > XMAX, smttes X ned, men
med bevarelse af det rigtige fortegn. Endelig smttes de nye x-verdiers: !

gggi:-istegiuntilNg.g i
x[1] = x[1] + aif[1]; |

og nwste cyklus begynder.
Et simpelt eksempel pes brugen af OPT3 er:

Program d-192, Prgve af OPT5.
begln
integer count,; cycount;
real y, ymax, y0, yl. y2, S8Q;
arTay X, aifr[1:2];
comment library OPT3;

count := cycount := O;

x[1] = 13

x[2] 3= 23

trykvr;

tryktekst({<  x[1] x[2] yhs

D
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MORE:
trykvr;
if count = 0 then trykvr;
y =10 = 5x(x[1] = 5)42 = (x[2] - 5)42;
tryk({-ndd.ddaddad, x[1], x[2], y); S
OPT3(2, count, cycount, 100, y, ymax, yO, y1, y2, 0.1, 0.2, 2, §SQ,
1% X, dif, MORE, ERROR, FOUND);
FOUND:
trykvr;.
tryktekst({<FOUND}) ;
go_to oUT;
ERROR :
trykvr;
tryktekst( {<ERROR}) ;
QuUT :
end progrem;

Resultatudskriften er:

x[1] x[2] y

1.000000 2,000000 =79 .000000
1.100000  2,000000 =T5,050000
1.000000 2,100000 =78 .410000

1.197806  2,029546 -71.107011
1.395611  2,059091 =63 ,607037

2.978056  2,29545T -17.7558L4k4
3.078056  2,295457 ~15.783900
2,978056  2.395457 ~17.224935
3.4T1179  2,347451 -13,758944
3.564302  2,399446 ~10,140417




L ,909287
5.009287
4 .909287
4 928274
L4 947261
5,099154
5.199154
5.099154%
4 ,902763
b, 706372

4 ,993327
5.093327
4 ,993327
L4 819491
L 645654

L .981080
5.081080
L ,981080
4 820946
4 ,660813

4.,975716
5.075716
4,975716
4 ,825060
L . 674kok

4 .972201
5.072201
4 .972201
4 829624
L.687047

2.815404
2.815404
2.915404
3,014501
3.213598

4 .806371
4 806371
k906371
L Blk195
4 .882018

4 .826753
4 826753
4.926753
k925652
5.024551

4.833720
4 833720
4 .933720
Lk .953542
5.07336k

4 837733
L 837733
4 ,937733
4 969273
5.100813

L 840803
4 840803
4 940803
l ,.981060
5.121316

5.186397
5.227110
5,613316
6,032070
6.794859

9.913351
9.764197
9.942076
9.928449
9.54992

9.969763
9.926436
9.994k12
9.831554
9.371554

9.970561
9.939481
9.993817
9.837541
9.419378

9.970721
9.945005
9.9931 7k
9.846036
9.459772

9.970792
9.948592
9,992632
9.854501
9.495585

-l6lia




4.969250
5.069250
4 .969250
4 .835007
4 , 70076k

4 ,966218
5.066218
4 ,966218
L 8k 2460
4, 718702

4 .,962398
5.062398
k4 ,962398
k 855556
L, 748715

L 956222
5.056222
4 956222

L 889775
k823328

L 942914
5.04291k
L4 92914
5.057721
5.172527

5.003875
5.103875
5.003875
4 805678

L 607481

b 843706
L 843706
L 943706

4.,991959
5.140211

L 847054
L 847054
L 9k T054
5,004165
5.161276

L .851903
L .851903
L .951903
5.020974
5.190044

4 861676
4 861676
4 961676
5,050316
5.238955

L .8994 59
L 899459
4 ,999459
5.063225
5.226991

L 986417
L 986417
5.086417
4 ,959623
L.932828

9.970844
9.95159%
9.992103
9.863822
9.532630

9.970901
9.954683
9.991491
9.875889
9.578348

9.970996
9.958600
9.990617
9.895240
9,648161

9.97128k4
9.965062
9,988949
9.936721
9.7868%6

9.973591

9.98068k4
9.985706
9.9793h44
9.7996k6

9.999740
9.945865
9.992457
9.809565
9.225132
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5.000380 4,985045  9.999802

5.100380 L4.985945  9.949422

5.000380 5.085945 9.992613

4.802386 4.957692 9.802953

h,604391 L.920439 9,212489
FOUND

Her har vi @nsket at finde meksimum af funktionen:
y = 10 - 5x(x1-5),{~2 - (x2-5)A2;

Dette ligger 1 punktet (5,5), og niveaukurverne danner ellipser om-
kring dette punkt. Vi starter 1 punktet (141). Udskriften viser, at vi
ret hurtigt kommer tmt paa det sggte maksimum, men saa gaaf beregningen
meget langsomt. Dette skyldes, at den linemre undersggelsesmetode ikke
er velegnet som tilnwrmelse n@r ved maksimet, hvor de linemre komponenter
af funktionen er forsvindende, fordi differentialkvotienterne er n=r ved
mil. Her er en kvadratisk optimering mere velegnet, som vist i nmste af-
snit.

Der findes en speciel disciplin indenfor de numeriske metoder. som
kaldes linewr programmering, og hvor man skal finde maksimum af en funke
tion, der selv er linesr eller kan tilnmrmes med et lineesrt ud.‘bryk. Sam~
tidigt forlanges det, at andre foreliggende linewmre funktioner ikke anta-
ger negative vsrdier. Det ligner altsas problemstillingen ved brugen af

OPT1A, men er rent linemrt. Procedurer til linesr programering har endnu

ikke veret taget 1 brug ved GIER-installationen hos Haldor 'I'ops¢e.

5.5. Kvadratisk Optimering.

5.5.1, Proceduren OPT4, Ved kvadratisk optimering af en funktion af
N variable tilnsrmer man funktionen med et andengradspolynomium i deN
variable, og lgser de N linewre ligninger, som udsiger at de N fgrste-
ordens differentialkvotienter skal vere nul. Proceduren OPT4 udfgrer en

seadan beregning, og den arbejder iterativt pea samme meade som OQPT3 og o

NOIEQ?3. Deklarationen er:
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procedure 0PT4(count, cmax, ver, xstart, delOx, xact, xold,
yact, yold, inveps, maxstepfac, FOUND, ERROR);

Xﬁ%ﬂﬁ cmax, var, inveps, maxstepfacg

integer count, cmax, var;

22% yact,. inveps, maxstepfac;

array xstart, delOx, xact, xo0ld, epsx, yold;

%abel FOUND,; ERROR;

begin

integer corcount, fac, i, J, k, my n, p;
rea.l R, 5, T3
array COEF, VEC, RES[1 (var+1)x(var+2) :2],
MATRIX[1 :(var+1) x(var+2) 52, 1°(var+1)x(var+2)£2];
procedure MULT(n, VEC, RES);

value n;

integer n;
array VEC, RES;
for 1 := 1 step 1 until n do

begin
R o= O
for j =1 step 1 until n do
‘R = R + MATRIX[1, j]xvEC[J];
RES[i] = R
end MULT;
procedure FIT;

begin
293 1 =1 step 1 until fac 22

Begin
MATRIX[1,1] := 1;
k = 2xvar + 1;

for j =1 step 1 until var do

begin
R = MATRIX[1,§+1] &= xo0ld[1,3];
MATRIX[1,1+var+j] := RA2;
if § ¥ ver then
form 3= § + 1 step 1 until var do

begln
k =k + 15

epsSXx,
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MATRIX[1,k] := Rxxold[i,m]
end for m
. end for j;
end for i :
INVERT2(fac, MATRIX, inveps, ERROR);
MULT(fac, yold, COEF)
end FIT; ,
fac = (var+l)x(var+2):2;
corcount = count - {count - 1):facxfac;
if count = 0 then
begin
£g£ i =1 step 1 until var gg
xact[1i] = xstart[i]:
go to OUT

end if count = O;
yold[corcount] = yacts
if corcount < fac then
begtn
for 1 =1 step 1 until var do
xact[1] = xold[1,1];
i := corcount;
R =13
if corcount < 2svar then

SCemee=

bestn
if corcount > var then
begtn
i =1 - varg

g= ~1

end;

xact[1] == xact[1] + RxdelOx[1]
end
else

begin
P = 2xvar;
522 i=1 steg 1 until var ~ 1 gg

for j 3= i+1step1 until var do




begin
P =D+ 1g
if p = corcount then go to L2
end;
L2: xact[i] = xmet[1] + delox[i];
xact[j] o= xact[j] + delOx[3]
end;.
g to OUT
end if corcount < facg
FIT;
for 1 =1 step 1 until var do
begln

VEC[1] := - COBF[1+i];
MATRIX[1,1] s= 2xCOEF[i+var+i]
end for 1;
k =1 + 2xvar;

£g£ izx=1 steg 1 umtil var -~ 1 gg

for J s= 1+ 1 step 1 until var do

begln
k :=k + 13
MATRIX[1,§] = MATRIX[§,1] := COEF[k]
end for i and j;
. INVERT2(var, MATRIX, inveps, ERROR);
MULT( var, VEC, xact);
for 1 := 1 step 1 until var do
if abs(xmct[i]-x01d[1,1]) > abs(epsx[1])
then go to OUT;
go_to FOUND;
QUT: count 3= count + 1
if count > emax then go to ERROR;

corcount s= count - (count - 1):facxfac;

if corcount = 1 A gount > 1 then

egln
S 3= O
{gz is=1 steg i until var gg

begin
R := abs((xact[1] ~ xold[1,1])/del0x[1]);

Ao
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if R > S ‘then
begin
n = 1i;
S =R
end if larger
EES for i
if 8 > maxstepfac then
for 1 =1 step 1 until var do
mct[i] = xold[1,1] + (m@t[i] ~ x0ld[1 .i])/Sxmaxstepfac
end 1f;
for 1 =1 gtep 1 until var do
xo0ld[corcount,i] = xmct[i]

g&g OPI'J-I-;

Proceduren indeholder parametrene:

integer count: En teller, som brugeren skal s®mtte til nul fgr forste
kald, og som proceduren gger med 1 i hvert kald,

integer cmax: Hvis count bliver stgrre end cmax, laver OPT4 et fejle~
udhop til etiketten: ¥ERROR.

integer var: Antallet af vafhengige variable. Det maa gerne vare 1.

array xstart[1:var]: Startverdier af de uafhmngige variable.

array delOx[l:var]: Tilvamkster 1 de uafhangige variable. De to tal-
swt xstart og delOx amdres ikke af proceduren.

array xact[1svar]: Efter hvert kald af OPI4 vil proceduren have ind-
sat nye verdier af de uafhsngige variable 1 dette talsst. Brugeren be-
hgver ikke at indsmtte noget her fdr fdrste kald.

array xold[1:fac, 1svar]: Bruges af proceduren til lagring af gamle
sot af x-verdier. Verdien af fac er (var+l)=(var+2):2 ellers

var: 1 2 3 s 5 6 7 8 9 10
fae: o) 6 10 15 21 28 36 45 55 66

Da proceduren opererer med en matrix af dimensionen [1 sfac, 1 z:fac]. er
var = 5 normalt det hgjeste, der kan behandles med OFT4., Med flere vari-
able mas man bruge OPI5.
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.- -array epsx[i-:var-]: Den +tilladelige fejl  ved beregning af  maksimums
punktet. Naar den beregnede =ndring i xact[i] er mindre end epsx[i] for
alle variable, er beregningen slut; og proceduren hopper til etiketten:
FOUND .

real yact: Efter hvert kald af OPT4 maa hovedprogrammet beregne fupk-
tionsvardien, yact,; svarende til de aktuelle x~vardier, xact.

array yold[1:fac]: Bruges af proceduren til legring af gamle yact-
verdier.,

ggg._l. inveps: Det mindste tilladelige diagonalelement ved matrixinver-
sionen. Denne parsmeter bruges i proceduren INVERT2, Hvis et diagonal=-
element bliver mindre end inveps, sker der fejludhop til ERROR,

- real maxstepfac: Proceduren kontrollerer, at @ndringen i den variable
nr. 1 ikke overskrider maxstepfacxdelOx[i] for slle 1.  Hvis sndringen
er for stor, bliver alle andringer reduceret tilsvarende.

3_.:3139& FOUND: Hertil hoppes, naar maksimet er fundet.
label ERROR: Dette bruges som Tfejludhop fra INVERT2, eller hvis

count. > cmax.
Proceduren opererer i cykler med fac kald i1 hver cyklus. Med tre
variable er den fgrste cyklus:

count Verdier af de variable efter kaldet count
fgr : efter
kaldet xact[1] xact[2] xact[3] kaldet
0 x1 : x2 x5 1
1 x1 + d1 x2 x> 2
2 x1 x2 + 42 x3 3
3 x1 : x2 x3 + d3 b
l x1 - d1 x2 x5 >
5 x1 %2 « 42 x3 6
6 x1 x2 x5 - ad 7
7 x1 + 41 x2 + 42 x5 - 8
8 x1 + 41 x2 x5 + a3 9
9 x1 x2 + 42 x3 + 43 i0
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Vi har her for nemheds skyld skrevet xact[1] som =x1 og dele[i] som

di, og analogt for de andre variable,
I kald nr. fac + 1 har proceduren fac verdier af yact og de tilsvarende

verdier af xact lagret 1 yold og xold. Den udtrykker nu funktionen yact
som et andengradspolynomium i de variable. For tre variable kan det skri-

ves som:

y = ¢0 + cixxi + ¢c2xx2 + ciIxx>

+ chaxid2 + cHxx242 + cbxxIA2
+ eTxxlxx2 + cBuxluxd + c9xx2xx3;

~ De ukendte koefficienter, ¢O; cl, 0o8.Voq der i proceduren betegnes som
array COEF[1:fac], beregnes nu ved lgsning af de fac linemre ligninger, der
fremkommer ved indsmtning af sammenhgrende verdier af x og y. Dette ud-
fgres af den lokale procedure; FIT, der opstiller matricen: array MATRIX
[1:fac, 1:fac], inverterer den med INVERT2, der skal vere til stede som en
global procedure, og endelig finder COEF~vektoren ved multiplikation af
MATRIX og yold-vektoren. Matrixmultiplikationen sker med en lokal proce-
dure: MULT.

Det nmste skridt efter beregning af koefficienterne bliver opstillingen
af differentialkvotienterne ud fra polynomiet. For tre variable finder

vig

d,y/d,xi = o + 2xclixxi + cTax2 + cBxx3
dyfdx2 = c2 + cTaxl + 2xc5xx2 +  ¢9uXD
d,y/dx5 = ¢3 + cBxxl + c92x2 + 2xcbrx3

I maksimumpunktet er de tre differentialkvotienter nul., Vi finder
dette punkt ved lgsning af de tre linewre ligninger, idet vi fdrst inver~

terer matricens

2xch e7 )
el 2xcH e9
c8 c9 2xch

med INVERT?2 og multiplicerer den inverterede matrix med vektoren -cl, ~-C2,

"'C} °
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Det nye swt x-~vaardier, som fremkommer paa denne maade sammenlignes med
basisberegningens x-verdier, der staar som fgrste rekke i x0ld, Hvis
andringen er mindre end epsx[i] for alle variable, hoppes til FOUND,
Ellers kontrolleres med maxstepfac, og der startes enm ny cyklus.

Proceduren sgger altsaa efter et punkt, hvor differentislkvotienterne
er nul, men den undersgger ikke rymere om der virkeligt er et maksimum
her. Den kan ligessa godt konvergere mod et minimum eller et saddelpunkt,
Hvis der er flere meksima, minima eller saddelpunkter indenfor et givet
onresde, kan man ikke pea forhasnd vide, hvilket af disse, den finder.

Her er et eksempel pea brugen af OPD::

Progrem d~142. Prgve af OPT4 med 2 varisble.
begin
integer count, third;
boolean fing
real yact;
arrey xstart, delOx, xact, epsx[1:2], x0ld[1:6, 1:2], yola[1:6];
comment library OPTY;
comment library INVERT2;
for third := 0, 1 do
begin

xstart[1] = 1;
xstart[2] = 2;
delox[1] := del0x[2] == 0.1;
epsx[1] = epsx[2] := 1_.k;
count := O;
tryktekst({<

x[1] x[2] yact

Hi: fin := false;
OPT4(count, 1000, 2, xstart, delOx, xact, xold, epsx, yact, yold,
1,8: 10, F1, B1);
go_to 62;
Fl: trykvr;
tryktekst( {FOUND}) ;
go to G1;

R




-1 74~

Ei: trykvrg
tryktekst( {<ERROR}) ;
Gls fin s= true;
G2:  trykvr;
if (count~1) 36x6 = count - 1 then trykvr;
yact @= 10 - S5x(xact[1] « 5)42 -~ (xact[2] ~ 5)A2 -
thirdx0,5x{xact[2] ~ 5)A3;
tryk( {~nddd .dddadd}, xact[1], xact[2]. yact);
Lf -, fin then go %o H1;
trykvrs
trykvr
end for third
EEQ of program;

Resultatudskriften er:

X[i] x[2] yact

1 ,000000 2,000000 =79,000000
1 ,100000 2,000000 =75.050000
1.,000000 2,100000 -T78 410000
0,900000 2,000000 -83,050000
1 .000000 1.,900000 ~79,.610000
1,100000 2,100000 ~T74 460000
2,000000 2,750071 -40,062180
2,100000 2,750071 -37.112180
2,000000 2,850071 =39.622195
1 .900000 2,750071 -43.112180
2,000000 2,650071 -40,522166
2,100000 2,850071 =3%6,6T72194




3,000000
3 .100000
3.000000
2,900000
3.0C0000
3100000

4 ,000000
l ,100000
4 ,000000
3 ,900000
L ., 000000
l ,100000

4 ,999988
5.099988
k4 999988
4 899988
4 .999988
5.099988

4 .999967
5.099967
4 .999967
4 .899967
4 .999967
5.099967

FOUND

4 .999968

3,500154
3,500154
3 ,600154
3.50015%
3 400154
3,600154

4 ,250108
4 .,250108
b 350108
4 .250108
4 ,150108
4 350108

4 .999943
4 999943
5.099943
L .999943
L 899943
5.099943

L 999830
L ,999830
5.099830
4 ,999830
4 ,899830
5.099830

b4 .999872

~175-

-12,249538
~-10,29953%8
-11 .959569
-1k , 299538
-12,559507
-10,009569

4 W37662
5.387662
b4 577640
3.387662
L ,277683
5.527640

10,000000
9.950012
9.950011
9,949988
9.989989
9.940023

10,000000
9.950035
9.990034
9.949967
9,989966
9.940066

10,000000




x[i]

1 ,000000
1 ,100000
1 ,000000
0,900000
1 .000000
1.,100000

2,000000
2.,100000
2.,000000
1 .900000
2,000000
2,100000

3 .000000
3.100000
3 ,000000
2.900000
5 ,000000
3,100000

lt ,000000
L 100000
4 ,000000
3,900000
4 ,000000
4 ,100000

k .999985
5.099985
L.999985
4 .899985
4 ,999985
5.099985

x[2]

2,000000
2,000000
2,100000
2,000000
1 .900000
2.100000

2,268016
2,268016
2.368016
2,268016
2,168016
2.368016

2.576621
2.576621
2,676621
2.576621
2476621
2,676621

2.95301k4
2.953014
3.05301k4
2,95301%
2.85301k
3.,05301k

3483422
3 483422
3.583422
3 483422
3.383422
3,583422

=176

yact

~65 ,500000
~61 ., 550000
-66 ,21 5499
~-69,550000
-6l , 714499
-62,265500

~32,268335
=29 ,318335
~32,811019
-35.318335
~31 ,663692
-29,861018

-8 . 756796
~6,806796
-9,127184
~10,806795
-8 .333706
~T.17T184

5.098440
6., 048440
k4 ;899519
4 o48l4ho
5.338770
5.849519

9 4ihk063
9.394078
9°h1h625
939404 T
9498997
9.5646l1

e ——

N O
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b.999962  3.649021  9.407722
5.099962 3,.649021 9.35T7759
k.999962  3,749021 9413910
L4 899962 3.649021 9.357684
b ,999962  3,549021 9 .422062
5.099962  3.749021  9,363948
4 ,999973 3.669008 9.407h13
5.099975  3.669008  9.357440
4.999975  3.769008 9. kiT345
k,899973  3,669008  9.,357385
4.999973  3,569008  9.L17h410
5.099973  3,769008  9.367373
4 ,999969 3.669315 94071k
5.099969 5,669315 9.3574ls5
4.999969  3.769315  9.417403
L 899969 3.669315 9.357364
4,999969  3.569315 9417346
5.099969  3.769315  9.36Tu34
FOUND .
4.,999971  3.6693i4  9.4OThik

Programmet finder fgrst maksimum af funktionen:
y = 10 - 5x(x1-5)A2 -~ (x2-5)42;

som ogsaa blev brugt til afprgvning af OPT3.
hurtigere med OPTH, og den ville have veret endnu hurtigere, hvis vi havde
brugt en stgrre verdi af maxstepfac,

I det andet eksempel har vi modificeret funktionen lidt:

Vi ser, at konvergensen er

y s= 10 = S5x(x1-5}42 - (x2-5)A2 - 0.5x(x2-5)43;

Her finder proceduren ikke maksimumspunktet (5,5),
ved saddelpunktet ved (5, 3.6667) i stedet for.

men bliver hengende
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R

5,3.2, Brug af OPTY4 med lagrangemultiplikator. Vi viser nu, hvorledes
programeksemplet side 155 kan regnes pas en 1idt anden maade med OPTH.

Vi simulerer beregningen med testproceduren POL; og skal finde mak-
simum af ammoniakproduktionen:

PRODUCTION := POL(1, tinlet, ginlet);

idet vi samtidigt forlanger, at den ngdvendige hgjde af varmeveksleren
bliver ngjagtigt 2 meter. Den anden funktion:

EXCESS := POL(2, tinlet, ginlet) -~ 2;

skal altsaa vere nul. De to uafhsngige variable er tinlet og ginlet (se
side 129). |

Optimering af en funktion med samtidigt krav om at een eller flere :
andre funktioner af de samme variable skal vere nul kan lgses ved hj=lp af
de saakaldte lagrangemultiplikatorer. I stedet for de to funktioner:
PRODUCTION og EXCESS danner vi en enkelt ny funktion:

yact = PRODUCTION + lambda xEXCESS;

Den nye variasble, lambda, er den ubestemte Lagrangemultiplikator, der
skal tilfredsstille betingelsen:

dyact/dlambda = O
Endvidere har vi:

dyact/dtinlet = O
dyact/dginlet = O

og vi kan derfor lgse problemet med OPT4 ved at optimere yact som en funk-
tion af de tre Miablez tinlet, ginlet og lambda. Her udnytter vi, at
OPT4 ikke leder efter et sandt maksimum, men blot et punkt, hvor differen-
tialkvotienterne er nul.

Hvis der er yderligere funktioner, som ogsaa skal vere nul, maa de
inkluderes 1 yact efter multiplikation med lambda2, lambdal, 0.8.V.

Programmet er:

S I
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Program d-143, Prgve af OPTY4 med 3 variable.
begin

})

integer count, 1;
boolean fing;
real yact, PRODUCTION, EXCHANGER EXCESS; ,
array xstart, delOx, xact, epsx, x, corrl, corr2[1:3], xold[1:10, 1:3],
yold[1:10];
comment library OPT4;
comment library INVERTZ;
comment library POL;
xstart[1] = 430;
xstart[2] := 70;
xstart[3] (= -]
delOx[1] := 10;
delox[2] := 2;
del0x[3] := 0.1;
epsx[i] = 1
epsx[2] = 0.1;
epsx[3] = 0.01;
corri[1] == 1/200;
corri[2] == 1/60;
corri[3] := 1;
corr2[1] = =350
corr2[2] := -40;
corr2[3] := 03
_f_gzi s= 1 step 1 until 3 do
begln
xstart[i] = (xstart[i] + corr2[i])xcorri[i];
delOx[1] := delOx[1]xcorri[1];
epsx[1i] := epsx[i]xcorri[i]

end for 1;
count := O;

tryktekst({<

x[1] x[2] x[3]  PRODUCTION EXCHANGER  yact
t-inlet g-inlet lambda EXCESS

°
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Hi: fin = false; . - ,

OPT4(count, 100, 3, xstart, delOx, xact, xold, epsx, yact, yold,
L, Fi, E1);
) M.G2g

Fi: trykvr;

tryktekst( {<FOUND}) ;
. go _to Gi;

El: trykvr;
tryktekst( {<ERROR}) ;

Gi: fin := true;

G23 trykvr;
if (count-1)s10x10 = count ~ 1 then trykvr;
for i = 1 step 1 until 3 do
begin

x[1] := xact[i]/corri[1] - corr2[1];
 tryk({-ndad.adaa}, x[i1])

end for is
PRODUCTION = POL(1, x[1], x[2]);
EXCHANGER EXCESS := POL(2, x[1]. x[2]) - 2;
yact := PRODUCTION + x[3]xEXCHANGER EXCESS;
t7yk( {-nddd ,444400}, PRODUCTION, EXCHANGER EXCESS, yact);
if -, fin then go to H1

end of program;

Resultatudskriften er:

1.8,




x[1]

t=inlet

430.0000
4l0,0000
430,0000
430,0000
420,0000
430,0000
430,0000
L0 ,0000
440 ,0000
430,0000

L2k Bh7h
L3k B4 Th
L2 BTk
Loh 847l
Lk 8474
L2k BTk
Lok BhTh
L34 B4 Th
L3k 84Tk
L2k Bl Th

- 422,.3198

k32,3198
422.3198
422,3198
412,3198
422,3198
422,3198

h32.3198

432,5198
422.3198

x[2]

g-inlet

70.0000
70,0000
72,0000
70,0000
70,0000
68,0000
70,0000
72,0000
70.0000
72,0000

72,7221
72,7221
. 7221
72,7221
72,7221
70.7221
T2.7221
Th 7221
72,7221
4, 7221

13,7077
15,7077
75,7077
73,7077
73,7077
T1.7077
73.7077
15. 7077
13.70717
75.7077

x[3]

lambda

-1 ,0000
~1,0000
-1,0000
-0.9000
-1,0000
-1 ,0000
-1 ,1000
-1 ,0000
~0,5000
-0 ,9000

-0 ,6000
-0,6000
-0,6000
-0,5000
~0,6000
0 , 6000
~0, 7000
-0 ,6000
~0,5000
-0.5000

-0,6204
-0 ,6204
-0 620k
-0,5204
~-0,6204
~0,6204
-0, 7204
-0,6204
~0,5204
-0,520k4

181 =

PRODUCTION

72,636262
72.855761
72 .8k 71k
72.636262
72.,109605
72,08227Th
72,.636262
72, 719478
72.853761
72 .84l 71k

72.830394
T2,750742
T2.714892
72.830394
T2.534347
72.580002
72.,8303%
T2.350346
72,750742
72.714892

72.819316
72.677222
72.620732
72.819316
72.579050
72.672102
72,819316
72.201788
72.677222
72.620732

EXCHANGER

0,272274
0.411905
0,150442
0.27227h
0,186624
0,502646
0.,272274
0.293042
0.411905
0,.150442

0.063761
0,185743
-0,001 202
0,063761
~0,027609
0,166281
0.063761
0,123702
0.185743
-0,001202

0,001167
0.119799
~0.055861
0.001167
~0,096112
0,085665
0,001167
0.065155
0.119799
-0,055861

72,363988
72 441856
72.694272
72.391215
71 .922981
71.579329
72,336761
T2.426436
72483047
72.709316

T2.792137
72.639296
T2.71561k4
72,798513
712.550912
72 480233
72,785761
T2.276124
72.657871
72.715493

72.818592
72 ,602895
72,655390
72.818709
72.638680
72.618953
72818476
72,161364
72.614875
72645804
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r

, v _ i
4223758  T3.735% -0.4179 72.818978  0.000855 72.818620
4352,3758 73,7354 -0.4179  72.670791  0.119663  72,620777
422.3758  T5.735% —0.4179  T72.614346 -0.055918  T2.63TT17
4223758  T3.735%% -0,3179 72.818978  0.000855 72.818706

412,3758 T3.735% -0.4179  72.585650 -0.096840  T72,626124 |

h22.3758 T1.T3%% -0.M4179 72.678612  0.084634  T2.643239 1
422.3758 T3.735% -0.5179 72.818978  0.000855  T72.818535
432.3758  T5.735% -0.4179 72.190272  0.065269  72,162993
32,5758  T3.735% =0.3179 72.670791  0.119663  72.6327uk
4223758  T5.735% -0.3179 T2.614346 -0 .055918  72,632125

FOUND | o
4223439 T3,746 -0.4181  T72.819087 0.000864% 72.818726 ;

Der kreves altsas fire cykler eller 40 kald af OPT4 for at finde mak-
simet. Vi skal senere (side 198) vise, hvorledes man kan komme ned paa i
18 kald ved et bruge proceduren OPIT. |

Bemsrk igvrigt, hvorledes vi har indfgrt en linesr transformation af de i

|
|

uafhengige variable. Dette kan vare nyttigt, hvis disse er af forskellig

stgrrelsesorden.

Det er en ulempe ved den her viste brug af Lagrangenmultiplikator, at |
man skal have en stertverdi af lambda; som er af nogenlunde rigtig stgr-
relsesorden og fortegn. Dette kan vare svart at fremskaffe i praksis, da
lambda ikke bhar nogen umiddelbar fysisk betydning. Man kan fortolke
1ambds som en slags bgdekoefficient, hvormed man kan omregne en afvigelse
i EXCESS fra nul til en zkivalent verdi af produktionen, men dette er

reppe nogen stgrre hj®lp.

5.3.5, Proceduren OPT5. Med proceduren OPI5 kan man behandle et sigr- ,
re antal variable end det er muligt med OPTW, idet talsmttene lagres paa
tromlen., Beregningerne er igvrigt de samme. Matrixinversionen udfgres
med INVERT3 i stedet for INVERTZ, }

Deklarationen er: ;

|

|

|
44
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procedure OPr5(count, emax, var, drum, yact, inveps, maxstepfac, FOUND,
ERROR) 5
value cmax, var, drum, inveps, maxstepfac;

integer count, cmax, var, drumg
ESE}, yect, inveps, maxstepfac;
label FOUND, ERROR;
begln
integer corcount, fac, dri, dr2, dr3, drl, ars, aré, i,
J1 ky my, ny B3 )
real R, 8; : . ,
array x, dx[1svar], BLEM[1:1], ROW, CORF[1:(var+i)x(var+2):2];
procedure DRUM(place, a, from);
y_g_l;&g place, fromg
integer place;
arrey e;
boolean from;
begin
tromleplads := placesg
if from then fratromle(a) else tiltromle(a)
end DRUM;

procedure MULT(n, vec, respla)g

7’?__&3_42 n, resplag
integer n, respla;
array vecj
begin
integer i, J;
array row, res[isfac]y
for 1 := 1 step 1 until n do
begtn
R = O
DRUM(drlt + ixfac, row, true);
for j = 1 step 1 until n do R 3= R + row[j]avec[i];
res{i] =R
end for ij
DRUM(respla, res, false)
end MULT;
procedure FIT;




51

-] 8l o

Eegin
ROW[1] 3= 13
{23 i 3= 1 step 1 until fac do

begin . A
DRUM(dr2+ixvar, X, true);

k s= 1 4 2xvar; .

for j ¢= 1 step 1 until var do

begin
R o= BROW[1+4j] = x[j];
ROW[1+var+)] = RA2;
i£ § 4 var then
for m := J+1 step 1 until var do
begin
k 3= k+1;
ROW[k] s= Rxx[m]
end for m
end for J;
DRUM(Ard+ixfac, ROW, false)
SEE for 1i;
INVERT3(fac, drlé, fac, inveps, ERROR);
DRUM(dr%, COEF, true);
MULT(fac, COEF, dr6)
end FIT;
fac = (vartl)=(var+2):2;
dri 3= dyrum + Jxvar;
dr2 s= drl + varg
dr3 = dr2 + facxvar;
drdt 3= dr3 + fac;
dr5 ¢= drl+ + facy
drb := dr5 + facA2;
corcount := count - (count-1):facxfac;

if count = O then
begin
DRUM(drum+var, X, true);
: DRUM(dri, x, false);
go_to OUT
end if first call;
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DRUM(ark, ROW, true);
ROW[corcount] := yact;
DRUM(drk, ROW, false);

if corcount < fac then

begln
DRUM(dr2 + var, X, true)s.
DRUM(drum + 2xvar, dx, true);
i 3= corcount;
R ¢=.1;
if corcount < 2xvar then
begtn
if corcount > var then
begin
i =1 = varg
R 3= ~1
end;
x[1] == x[1] + Rmax[1]
end
else
begtn
P = 2xvar;

{g{ i =1 steg 1 wntil var - 1 gg

for J 2= 1 + 1 step 1 until var do

begtn
Pss=p+ 1
if p = corcount then go_to L2
end;
12: . x[t] = x[1] + ax[i];
x[3] = x[3] + ax[y]
endg;
gl
end i1f corcount < fac;

FIT;
DRUM(dr6, COEF, true);

k =1 + 2xvar;g

for i =1 step 1 until var do
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begin
DRUM(dr4 + ixfac, ROW, true);
ROW[i] := 2xCOEF[1 + var + 1];
for § :=1i + 1 step 1 until var do

Eegin
k ==k + 13
EIEM[1] := ROW[J] := CORF[k];
DRUM(drl + jxfac + 1 - fac, ELEM, false)
end for J;
DRUM(drlt + ixfac, ROW, false)
end for i;
for i =1 step 1 until var do
x[1] = - CORF[1+1i];
INVERT3(var, drlt, fac, inveps, ERROR);
MULT(var, X, dru);
DRUM(dr%, ROW, true);
for i s= 1 step 1 until var do
x[1] == rOW[1];
DRUM(dri, x, false); .
DRUM(dr2 + var, dx, true);
for i 3= 1 step 1 until var do
x[1] o= x[1] - ax[1];
DRUM(dr2, dx, true);
for 1 ¢= 1 step 1 until var do
if abs(x[1]) > abs(ax[i]) then go_to OUT;
go_to FOUND;

QUT: count 3= count + 1;
if count > cmax then go to ERROR;
corcount := count - (count-1) sfacxfac;
if corcount = 1 A count > 1 then
begtn
5 = 03
DRUM(drum + 2xvar, dx, true);
for i = 1 step 1 until var do

begin
'R = abs(x[1]/ax[1]);
E R > 8 then

S
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begin
n :=1;
S =R
_e_gg if larger
end for 1; |
if § > maxstepfac then |
begin - }
DRUM(dr2 + var, dx, truels
for 1 =1 step 1 until var do
x[1] s= ax[1] + x[1]/S=maxstepfac;
DRUM(dr1, x, false)
2‘1_19 if larger ;
end if. check; .
DRUM(dr1, x, true);
DRUM(dr2 + corcountxvar, X, false)
end OFTS;

De simple perametre er ens i OPT4 og OPT5. Men 1 OPT5 er alle array-
parametre erstattet af en enkelt integer parameter: drum. Tromleplads
for de tromlelagrede talsmt fremgaar af fglgende oversigt:

Array Dimensioner Tromleplads for sidste
element

xstart [1 :var] drum + var

delOx [1 svar] drum + 2xvar

xact [1:var] drum + 3xvar = dri

epsx [1:var] drum + Yxvar = dr2

x01d. [1:fac, 1:var] dr2 + facxvar = dr3

yold [1:fac] dr3 + fac = drl

matr [1:fac, 1:fac) arls + fach? = dr5

coef [1:fac] dr5 + fac = drb

De seks fgrste af disse talswmt er de samme som de formelle parametre
i OPT4+, De to sidste talsmt: matr og coef, svarer til de lokale talsmt
MATRIX og COEF i OPT4., De seks variable dri - dr6 er lokale for OPT5.
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5.5.4, Proceduren OPT7, Proceduren OPT7 udfgrer de samme beregninger
som OPT4, men der er indfgrt enkelte nye finesser:
1. Foruden hovedfunktionen af var variable kan proceduren samtidigt
pehandle andre funktioner af de samme varisble. Proceduren finder det

punkt, hvor hovedfunktionen har maksimm (eller minimum eller saddelpunkt),
idet de andre funktioner (fejlfunktionerne) samtidigt er nul.

2. Proceduren kan kgres pas en 1idt anden meade, saaledes &t hoved=

funktionen indstilles ngjagtigt pea nul ved at variere pea den fgrste uaf-
nengige varisble (xmct[1]), og saaledes at de partielle differentialkvo~
tienter af hovedfunktionen med hensyn til de andre variable (xact[2],
xact[3], 0.8.v.) bliver nul,

Deklarationen af OPTT er:

procedure OPI7(count, cmax, var, error, out, fixmax, xstart, delOx,
xact, xold, epsx, yact, yold, inveps, maxstepfac, FOUND, ERROR);
value cmax, var, error, fixmax, inveps, maxstepfac;

boolean out, fixmax;

I

integer count, cmax, var, error;

ESEE; inveps, maxstepfac;

array xstart, delOx, xact, xold, epsx, yact,; yold;

label FOUND, ERROR;

begin
integer corcount, count2, cownt3, fac, fac2, i, Jj. ki my n, P
real MIN, R, 8, T;
boolean good; : _
array VEC, RES[1 s(var+1 )x(var+2) :2], MATRIX[1:(var+1)x(var+2):2,
1:(var+ )x(var+2) :2], COEF[1:(var+t1)x(vart2)32, 131 + error];
procedure MULT(n, VEC, RES);
value n;

integer n;
real VEC, RES;
for 1 =1 step 1 until n do
begin
R 2= O3
2923 s= 1 stegitmtilng_g
R := R + MATRIX[1, J]xVEC;
RES 2= R
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_e_g_;g MULT;
procedure FIT;

beéin
£9_§ 1 ¢= 1 step 1 until fac do

begin

MATRIX[1,1] == 1

k 3= 2xvar + 13

for J &= 1 step 1 until var do

begin
R = MATRIX[1,j+1] &= xold[1,3]s
MATRIX[1,1+var+i] = RA2;
if § 4 var then
for m = 3 + 1 s‘tggiuntilvargg

begin
k =k + 13
MATRIX[1 k] := R=xxold[4,m]
2139. for m
end for J
end for i;
INVERT2(fac, MATRIX, inveps, ERROR) g
£@_>£ p =1 step 1 until 1 + error do
MULT(faci }’01(1[3: P]l GUEF[iI P])
end FIT;
real procedure POLYN(n):

value ng;
o

integer n;
begln
R := CUEF[i. n]g
._:.f_”gg_i 3= 1 step 1 wntil var do
begin
T e= xact[i];
R := R + TxCOEF[1+1, n] + TA2«COEF[1+var+i, n]

end for ij

k 3= 1 + 2xvar;

for m ¢= 1 step 1 until var -1 do

for J :=m+1steg11mtilvar§g

begin




1 G0

k =k + 13
R := R + COEF[k, n]xxact[m]=xact[j]
gggform, J3
POLYN := R
end POLYN;
real procedure DERIV(n) ;
value ng;

integer ng;

begin )
R := COEF[14n, 1] + 2xxact[n]xCOEF[1+var+n, 1];

k = 1 + 2xvar; .

ggg m =1 stggri until var - 1 gg

for J == m+i step 1 until var do
begtn
k =k + 13
lz m=nvyj=n EESE
R := R + COEF[k, 1]xxmct[if m = n then j else m)}
Eﬂ& for m, j;
DERIV := R
end DERIV;
fac s= (var+1)x(var+2):2;
corcount := count - (count - 1):facxfac;

fac2 := (var-errorti)s(var-error+2):2;
if count = 0 then
begtn
for 1 := 1 step 1 until var do
xact[i] = xstartfi];
go _to OUT
end if count = O;

for i s=1 steg 1 umntil 1 + error gg

yold[corcount, i] = yact[i];

if corcount < fac then

begin
for 1 =1 step 1 until var do
xect[1] s= xold[1,1]s
i = corcount;
R =13

I
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if corcount < 2xvar then
begin
if corcount > var then
begin
i =1 - var;
R 3= =1
end;
xact[i] s= xact[1] + RxdelOx[i]
end

else

begin

P o= 2xvar;
for i = 1 step 1 until var ~ 1 do

ey

525 Jd =1 + 1 step 1 until var do

begin
P=p+ 1 ;
ig P = corcount then go to L2 ;
end; |

L2: xact[i] o= xact[i] + delOx[1];

xact[j] == xact[j] + delox[j] .
end;
go_to OUT ‘5
end if corcount < facj i
FIT;

x count2 = O;
good := false;
if error > O then
begin
array Xst, delX, Xact, epsX, Xbest, Yact, YO[1:error],
Yold[1serror, 1:error], Xold[1:fac2, 1:var-error];

boolean procedure outside;

begin w

% outside = false;

| for 1 s= 1 step 1 until error do 3
1f abs((Xact[1] - Xst[1])/dae1x[1]) > 4 i
then outside := true ]

end outside;




Fh:

L3

F2:

Ei:
FJs

«]1G2-

if error < var then

0PT7(cont2, cmax, var-error, O, out, fixmex, xstart, delOx, xact,

Xold, epsx, yact, yold, inveps, maxstepfac, F2, ERROR);
countl e= O
for i :=1 step 1 until error do

begin

n = var - error + i;
Xst[1] s= Xbest[i] := xstart[n];
delX[1] e= delOx[n]/2;
epsX[i] := epsx[n]
end for 1
MIN 3= 1101003 ) v
NOLEQ3(error, count3, cmax:2, outside, Xst, delX, Xact, epsX,
Yact, Yold, YO, inveps, maxstepfac, F3, E1);
for 1 s= 1 step 1 until ervor do xact[var-error+i] := Xact[i];
S = 03
522 p =1 steg 1 until error gg

begin
Yact[p] := R = POLYN(1+Dp);
8 = S + RA2

2{,}2 for p;
1f § < MIN then
begln
MIN 3= Sg
for 1 := 1 step 1 until error do Xvest[i] 3= Xact[i]
end if betler;
go.to 15;
good = true;

go_to Fh;

for i s= 1 step 1 until error do Xact[1] = Xvest[i];

for 1 := 1 step 1 untll error do xact[var-error+i] &= Xact[1];
yecet[1] s= POLYN(1);

if error < var A -, good then go to 1k

SEQ if error > O

else

ig =, fixmax EESE
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bsgin
222 i1 =1 steg 1 wntll vax gg

begin
VEC[1] = - CORF[i+1, 1]¢ -
MATRIX[1,1] := 2xCOEF[i+var+i, 1]
end for i;
k = 1 + Zxvar;g

£g£ i =1 steg 1 until var - 1 gg

£g£ J =1+ 1 step 1 until var do
begin
k =k + 13
MATRIX[1,5] = MATRIX[j,1] ¢= COBF[k,1]
end for i, j;
INVERT2(var, MATRIX, inveps, ERROR);
MULT(ver, VEC[J], xact[i])
EEQ normal optimization

else

begin
array Xbest, Yact, YO[1 :var], Yold[1:var, 1:var];
boolean procedure outside;

begin

outside := false;

- for 1 e= 1 step 1 until var do
1f abs((xact[1] - xstart[1])/del0x[1]) > 4 then outside := true
, end cutside;
Fi:  coumntd = O
for i s= 1 step 1 until var do Xbest[1] := xstart[i];
_MIN = 11005 |
15 NOLEQ3(var, count3, cmax32, outside, xstart, delOx, xact, epsx,
| Yact, Yold, YO, inveps, maxstepfac, F3, El);
R 3= Yact{1] s= POLYN(1);

8 = RAZ;
§g§ p = 2 step 1 until var do
begin
" Yect[p)] = R := DERIV(p);
S := 8 + Rj2

end for pg é
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if s < MIN then
Eegin
MIN := S; S -
for i = 1 step 1 until var do Xbest[1] = xmct[i]
end if better;

go to L3;

El: for 1 = 1 step 1 until var do xmct[1] s= Xvest[1];
F3: end if fixmax;
fori =1 step 1 until var do
if abs(xact[1]-x01d[1,1]) > abs(epsx[1]) then go_to OUT;
go_to FOUND;
OUT: count := count + 13
if count > emax then go to ERROR 3
corcount := count - (count ~ 1):facxfac;
if corcount = 1 A count > 1 then
begin
8§ := O3
for 1 := 1 step 1 until var do
begin
R o= abs((xact[1] -~ xo1d[1,1])/del0x[1]);
£ R > 5 then
begin
n = 1;
S =R
222 if larger
end for ij
if s > maxstepfac then
for 1 = 1 step 1 until var do .
xact[1] := x01d[1,1] + (xmct[1] - x01d[1,1])/S~maxstepfac;
S 3= 1
for S 2= 0,5x8 while out do
for 1 == 1 step 1 until var do
xact[ij s= xold[1, 1] + (xact[i] - xold[1, 1])x8
end 17}
for 1 =1 step 1 until var do
xold[corcount,i] = xmct[il]
end OFTT;
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De fleste formelle paremetre i OPT7 er de samme som i OPT4 (se side
170). Parametrene er:

integer count, cmax, var: Som i OPT4.

.integer éirors Antallet af fejlfunktioner, .som skal indstilles paa
nul. For error = O behandles ingen fejlfunktioner.

boolean out: Dette er normalt en boolean procedure og den kaldes ved
name. Den maa give verdien sand, hvis det aktuelle swt af de wafhengige
variable, xact, er udenfor et +tilladt omraade., Ellers skal den swttes til
falsk.

boolean“fixmaxg Hvis denne specificeres som falsk, udfgres en normal
optimering. Smttes den til sand, vil proceduren variere xact[1] indtil
hovedfunktionen bliver nul og saaledes at differentialkvotienterne med
hensyn til de andre varisble bliver nul.

array xstart, delOx, xact, epsx[i:ver)]: Som i OPT4,

array xold[i:fac, 1:var]: Som i OPTH,

aryay yaet[iai + error]g I OPT4 var yact en simpel real. Efter hvert
kald af OPT] skal hovedprogrammet beregne yact[i] som verdien af hovedfunk-
tionen, der skal optimeres eller indstilles pea nul, Verdierne af yact[2],
yact[3]; o0.s.v. skal ogsas beregnes som verdien af fejlfunktionerne. Alle
furktionsverdier skal svare til det aktuelle swt af xact.

array yold[1:fac, 1:i+errcr]: Som 1 OPT4, men har nu en dimension
mere .

real inveps, maxstepfac: Som i oPTY

label FOUND, ERROR: Som 1 OFT4.

Proceduren skal have adgang til de +to globale procedurer INVERTZ og
NOLEQS .

Der benyttes fglgende lokale procedurer:

MULT udfgrer multiplikation af en matrix og en vektor.

FIT finder koefficienterne i de polynomier, som tilmsrmer de i1 + error
funktioner: - yact.

POLYN(n). finder polynomieverdien af funktion nr. n. og for et givet
swt af xact.

DERIV(n) finder differventialkvctienten af hovedfunktionen med hensyn
til den variable nr. n og for et givet swt af xact.

Beregningen foregaar sasledes:
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Ligesom for OPT4 regnes 1 cykler pea fac kald af proceduren., Efter
hver cyklus finder proceduren FIT koefficienterne 1 et andengradspolyno-
mium, som tilnmrmer de 1 + error funktioner. Koefficienterne lagres som
det lokale talsmt C(EF[i sfac; 1 31+error].,

.Hvis error > 0, skal proceduren sgge &at reducere fejlfunktionerne til
nul, Hvis antallet af fejlfunktioner er mindre end antallet af variable
(error € var) foretages et rekursivt kald af OPT7 idet vi nu arbejder med
var - error variasble og ingen fejlfunktioner. I det oprindelige talszt
xact[1 svar] skal de f@grste var - error elementer indstilles til optimum,
idet vi samtidigt regulerer de sidste elementer: mct[va:c'«errorﬂ: war];
saaledes at fejlfunktionerne er nul. Denne sidste nulindstilling sker med
NOIEQ3., I det rekursive kald af OPTT med dertil hgrende kald af NOLEQD
beregnes alle funktionsverdier ud fra polynomierne. Hvis error = var,
kaldes OPI7 ikke, kun NOLEQ3.

Vi eliminerer altsan de sidste error variable ud fra fejlbetingelserne
og faar en almindelig optimering af de resterende var-error variable.

Hvis error = O og fixmax er false er beregningen den samme som i OPTY: ,

Hvis error = 0 og fixmax er true, lgser proceduren et sm»t af var uli-
newre ligninger med NOLER3. Af de var funktioner, der skal reduceres til
nul, er den fgrste hovedfunktionen og de gvrige differentialkvotienterne
af hovedfunktionen med hensyn til de variable nr. 2, 3, o0.8.v. DBaade
hovedfunktionen og differentialkvotienterne findes af polynomierne.

I de rekursive kald af OPT7 og 1 kaldene af NOLEQ? er vwrdien af cmax
sat til halvdelen af den originale verdi af cmax, I disse kald benyttes
ogsaa en speciel boolean outside, som tillader variation af xact noget ud
over det omraade, hvor polynomiet er opstaset. Da polynomierne kun er
tilnermelser til de originale funktioner, holdes der 1 NOLEQ3-kaldene
kontrol med at den bedst mulige l¢gsning bliver indsat, hvis der ikke er
nogen helt rigtig lgsning.

Til afprgvning af OPT7 anvendtes fglgende program:

Program d-i72. Prgve af OPTT,
begin
in'teger count, i, type;
boolean fin;
real PROGDUCTION, EXCHANGER EXCESS ;
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array xstart, delOx, xact, epsx; x, corri, corr2[132]. yact[i:Z].
xold[1:6, 1:2], yold[1:6, 1:2];

comment library OPTT;

comment library INVERTZ;

comment library POL;

comment library NOLEQD;

£2£ type = 14 2 gg

begtn
xstart[1] := if type = 1 then 420 else 405;
xstart[2] s= if type = 1 then 72 else TT;
delOx[1] = 2;
delOx[2] s= 2;
epsx[1] := i
epsx[2] = 0.1
corri[i] = 1/200;
corri[2] = 1/60;
corr2[i] = =350;
corr2[2] ¢= -40;.
for 1 = 1 step 1 until 2 do

begin
xstart[1] s= (xstart[i] + corr2[i])xcorri[i];
de10x[1] := delox[i]xcorri[i];
epsx[1] = epsx[i]=corri[i]

E.ES for i

count = Og

tryktekst( 4K
x[1] x[2] PRODUCTION EXCHANGER
t~inlet g-inlet EXCESS

K
Hi: fin = false; ,
OPT7(count, 20, 2, if type = 1 then 1 else O, false, type = 2,
xstart, delOx, xact, xold, epsx, yact, yold, 1,-8, &, F1, Ei)
go_to 625
Fis trykvrs
tryktekst( {KFOUND}) ;
go o Gi;




Ei:

Gis
G2

~198~

trykvrs
tryktekst( {<ERROR}) 5
fin := true;
trykvrg
11 (count~1) 36x6 = count - 1 then trykvr;
zgz i =1 steg 1 until 2 do
begin -
x[1] = xact[i]/corr1[1] - corr2[i];
 tryk({-nddd.adddp, x[i])
Sgg. for i;
yact[1] = PRODUCTION := POL(1, x[1], x[2]) -
(1f type = 2 then 72.6 else 0} ;
yact[2] := EXCHANGER EXCESS := POL(2, x[1], x[2]) - 2;
tryk({~nddd .dddd00$, PRODUCTION, EXCHANGER EXCESS);
if =. fin then go to Hi;
trykvr; trykvr

252 for type
Sﬁg of program;

Resultatudskriften var:

x[1] x[2] FPRODUCTION EXCHANGER
t-inlet g-inlet EXCESS
420,0000 72,0000 72.635491 0.051393
L22,0000 72,0000 T72,706795 0,067Th1
420,0000 Th,0000 T2.801409 ~0.033TTH
18,0000 72,0000 T2,548643 0.036520
k20,0000 70,0000 72.109605 0.186624
k22,0000 74,0000 T72.810282 =0.011943




421,9087  73.5933
425.9087  75.5933
421.9087  75.5933
419,9087  73.5933
21,9087  T1.5933
423.9087 75,5933
422,1792  73.7002
b24 1792 73,7002
422,1792 . 75.7002
420.,1792 73,7002
422,1792 71,7002
o 1792 75,7002

FOUND =
4221714 73,7031

x(1] x[2]
t=-inlet geinlet .
405,0000  77.0000
407.0000 77,0060
405.0000 . - 79.0000
403.,0000  F7.0000
405,0000  75.8000
407.0000  79.0000
Lo3.8427  T77.3314

; 405.8427  T7.3314
403.8427  79.331h
LO1.842F, TT.3314
bo3.8427  75.3314
h05.8427 . 79.331h

FOUND
403.8427 7331k

~199-

72.818035
72825367
72,650475
12,795063
72,637085
72.594550

72.818817
72.820667
72.,625896
72.801462
72 .665882
72.565145

72.818733

PRODUCTION

0.,029361
0.060956
-0.130737
~0,023496
-0,159498
-0,174 221

0.005476
0.035590
-0,150079
-0,044752
-0,164918
~0,199459

0,0054 76

0,000568
0,022652
-0,057541
~0,020690
0,088680
-0,035543

-0,000129
0,022199
~0,057200
-0,021678
0.084920
-0.035159

~0,000317

EXCHANGER

~0,238513
-0,221195
~0,286179
~0,256536
-0,190883
-0,272559

~0,256155
-0,238758
-0,297132
~0,274159
-0.207545
-0,285480
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Prgveprogrammet arbejder med proceduren POL, der simulerer beregning
af ammoniskproduktion og den ngdvendige hgjde af varmeveksleren i en
quench-konverter. De to uafhengige variable er tinlet og ginlet., Af-
prévningen bestaar af to dele, og der anvendes to variable 1 begge dele.

I férste gennemregning bruges:

error := 1
fixmax := false;

og vi faar da ngjegtig det samme problem, som blev lgst med OP4+ i program-
met side 179. Vi finder den maksimale ammoniakproduktion med en varme-
veksler pas 2 meter. Her bruges kun 18 kald af OPTT mod 40 kald af OPT:,

I anden gennemregning bruges:

error := O;
fixmax := true;

Her sgger vi et punkt, hvor ammoniskproduktionen er ngdjegtigt 72,6
t/24 nr og hvor differentialkvotienten af ammoniskproduktionen med hensyn
+t11 ginlet er nul. Proceduren varierer tinlet, 1indtil produktionen pes-
ser. Varmevekslerens hgjde benyttes ikke. Her krwves 12 kald af OPT7.
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ligninger, linemre, 11
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regressionsanalyse, 40
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8. AFPENDIKS

Dette appendiks omfatter oplysninger om de fire programmer:

LINEAR EQUATIONS-L
PA-6
PA-T
PA-S

8.1, Inputspecifikationer.

8.1.1. Inputspecifikationer til LINEAR EQUATIONS-4
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0. Cover Data: |

Ff

cocsessssssss Calculation No.

[eeceossssces File No..

Cover Page Text

O..Q..‘O..‘.‘...000'...0......0...00.0.0..O..QD.ODOO’O...‘O
D..O....'0........00.......0....I..O..OO...00.'..0...6.05..

0".0.0.....G.GO0.0..OOO...OOO....0.0.00.0‘.‘.‘9.0.9‘00'.09

Stop e

® Mo
H
i
1

1. Headline Data:

..'l....'...O...Q."..'Q.'.Ol...“...‘..ﬁ0......‘.0....900. Section Headline Teﬂ‘

[.‘....'.........l".l....0....“'0."......00‘0....0..‘6...
[.‘.‘...l.ﬂ."....‘.d...ﬂ..‘.'..Q.0.0...G...O.‘..O...0.0..OG

Stop e

2, Calculation Parameters:

Built in values:
Number of unknowns, N(1<N<B8) 1
Number. of right-hand sides, NRS(O<NRS)
Save original matrix:
Print original matrix:
Print inverse matrix:
Minimum inversion pivot 110“12

[€0) P
(1)eeenvennes
(2)eeeecences
(3)eeeenceces
(B)eeenenanns

(5).--5000000
e Stop e

i
02 no, 1: yes 1
O: no,.1: yes 1

Oz no, 13 yes 0

%, Coefficient Matrix:

Punch row-wise. Action characters d and q can be used within a single row
only.

al1,1] al1,2] a[1.3] a[1,4] etec.

svesee e

o920 088 0s

IR R NI RN N}

*e8s e OO0 O

PO e PO

*0 G 68900

e

*99 09000
9660000
Ss0 80008
260008 Q0e¢ e
o o000 000

oesOcEeSOD

Stop e

secee0 008

LI I I

ecevesee

*OoO SO SCS

Se OB OB

00 eses e

ses0s808

LA I O N

20 60 0000

o0oesoe0oe

o9 0SSO OO

csce® N0
e so0800
DoseecoOe
®e s 08008
a8 000000

cCo0eOEEOOO

fcees OGO

oOeovOoOGCEOCO

LA N )

0o oo

seve8BSOCO

osse®O0SOCE
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b, Right Hand Sides:

a[1,N+1] a[2,N+1] a[3.,N+1] etc.

600000C0OROO D000 T O OCOO 000000 COO0O 9000000000 000D 0000CO0CG

e Stop e

This date group must be specified NRS times, each ending with a stop-e.

Use no stop e when NRS = O,

z Final Stop
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8.1.2. Inputspecifikationer til PA-6
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0., Cover Data:

Ff

ssecescescses Calculation No.

[eoscessccnes  File No.
Woeesecccecce00c0ocseosesconacsacocososeesssccsscososssacos COVET Page Text

.003000...000000000000..00000000000000.50000000.00000000000

oO00000000005000000060000000000.0000.90.....O.'COOOOOOO.QOO

Stop e

® — o
|
[}
1

1., Headline Data:

00000...0.000.0D.O'O900000000‘.00..000.0...0OOOOOOCOQ0.0ﬂb. section Headline Text

- - -

- - -

[.0000000000.‘0.00000.0.00'00...0‘0’0000..‘...O.‘.OO‘.O...OOO
[QCB.DOOO‘.OODOGO0.0000.0000.000..00.00....0...0.0.0...0..0.

Stop e

2. Calculation Parameters:

(0)ecescscercess Number of variables

(1) cocoocesesses Number of observations

(2) eeesoeccsocass Correction type for y (1)

(3)cavecccnscoss - - - x1 (1)

() cevecccceccns - - - x2 (1)
etc.

e Stop e

(1) 0: No correction
1: Use 1n(y) or 1n(x)
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3. Data Material: (punch row-wise).

Identifi- value value value value
cation of of of of ete

number y x1 x2 x5

Coao0o0 oo ovoo0o ¢ooco0oo0co0o0 o000 so00000
co0o00O0O0 ooe0o0o0CoO o000 00000 Q0000 Q
Q0G0 OoQ LI LA IO 4 oo o0o00 o000 000 “
000000 00000 000000 ®eo0o0oo000 6686080
o000 0Q0 9060000 o000 0 o000 oQ0o000
oogaoo 0000 @®O oo R00 0 Qo00CQO 908 OO0
00000 cooooe ©c0eo00 0 900000 s00000
_0000007 00000 sco0o000O 00000 0000006

etc.

Stop e

Final Stop




2] Qo
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8.1.3., Inputspecifikationer til PA-T




Ff

000 G000 00000

oo bOCOBOO00OO

0,

Cover Data:

~212~

Calculation No.
.File No.

0009000000'000000900000000000060000OCOOQQG.OOOOCOOGCDOOQDOO

000090!7000ODOUGOOOOﬂOO0000000900000000000"000.00000.000000

1,

L]
[5000000000000600000000000030000500000000.000..00.0.0..0.000

Stop e

Headline Data:

OOQQOOO0000099090090000000000000000.‘000000..00.0.0..0...0'

0900000000D0.000000.00C.0000000000000.0..0.0.00

600000000.0000000000009000900090000'0900‘009000....‘0...‘00

[
[

2.

Stop e

General Data:

(0)
(1)
(2)
(3)
()
(5)
(6)
(7)

(8)

(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)

9000000000000

0000006000000

00000 0CVO0 00000

0000 QOGP0 OCOOESO

0000000000 OO0

9000000000000

000000 QOO0 OOO

VO OVDOOOOOQOCOOC

Q000000000000

0P OBGOUUOCSPOQOOOOO

00000 0C000QO

$00G0000008VO

90000000 C00 OO

00 0000060CG0OCGO

bbb OOOOOOLOO

0000 OGOOOOCGO

000000 0C00000O0

V, number of variables

F, number of functions

Print polynomial coefficients:
Print original z-table:
Correction type for z-function (1)
Maximum sum of degrees in all variables
Calculate extended table:
Polynomial function analysis type (2)
Data for analysis:

Maximum number of iterations

Minimm pivot in inversions

Maximum step factor

Desired value of function 1

O: no, 1: yes

O: noy, 1: yes

- - - - 2
- - - - 3
e "
- - - = 5
- - - - 6

O: no, 1:

PA-T

Cover Page Text

Section Headline Text |

— - —-—"

Built-in wvalue:

yes

o O O O © © O O

© O O O O O O O O
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(1) O: No correction
i: Take natural logarithm
(2) 0O: No analysis
1: Find maximm of first function
2: Find maximum of first function with specified values of remeining
functions
3: Find specified values of all functions
4 : Vary first variable to fixed value of first function and maximize for

other variables

3. Data for Variables and Degrees:

Number of Maximum Correction Veriable
values polynomial type No,
degree (1)
(0-2)  covoooes cososooo cososoas 1
(3-5)  covccoas coc0ssan cocascos 2
(6-8)  ceeoecns 3
(9-11)  cevocace cososase covaceoo 4
(12-1k) coocoson covocces cosocose 5
(15-17)  cocooooo cessacas cocasane 6
(18-20) c0000000 sesncsos cesesnus 1
C(21=23)  cenaeoes 8
e | Stop e | |
(1)  Correction type:  Normalize:;  Teke mat. log.  Take reciprocal
0 o no no no
1 yes no no
2 no yes no
3 yes yes no
L no no yes
5 yes no yes
6 no yes yes
T yes yes yes
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Values of Independent Variables:

This data group must be given V times,

ends with a stop-e.

Values of the Function:

e o

Stop

oo 0000
o sooco0o00O
° 00 Q00

once for each variesble.

PA-T

Bach group




aoeco0od0080

eQCcCoCOoCO0CD0®

0000000

0000000

000 O0O0CO0OC0CO

This group must be given F times, once for each function.

oo00e000

00000 Q0O

o9 000000

D0 oco0OOO

eeocooOOCOC

with a stop-e.

6,

00@0;00.
00008 ® 0O
0000000
o0oo00Q00O0O

P90 000000

215

$0000BOCO
60000000
Q0000 GOQ
0000000

o000 00 QO0

e 0060008

©0000O0CO

0o oO0CODO

eo00000OOCO

©eQ0O00 00O

Stop e

Data for Extended Table Calculation:

000 e OO0

coo0o0o0Oeo

0000 OO O®

60000C0O0S

Q0000000

cCo0COoO®OCCO

0o e0000O0C

cae00bOODO

000000 OO

0o 0000 OO0

PA-T

06 Q0000
000600000
60030000
0o0vPO0GOe0CEES

00000000

Each group ends

Skip this data group and the stop-e, if no table calculation has been

specified.

(0-2)
(3-5)
(6-8)
(9-11)
(12-14)
(15-17)
(18-20)
(21-23)

Number
of
values

doosoo0o00Q0
eQO00OCQODO
o0 0oCcoOCO
00900 0COOCO
50600000
oo o0COOC
GO GOs00

000 0Co0OO

Stop e

Start
value

080000 CO
oo RoeQOoQO
¢ o0o0000O0
00 00D0OO0
00000000
00000000
o000 080600

o000V Oo00O0

Increment

00000000

dooc0ocO0OOOB

600000 O0GO

00000000

o000 CQO

600000 O0OO0CO

0000 GBOO

©00CcQUO QOO

Variable

Nno.

® 3 v F U e
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7. Data for Polynomial Analysis:

Skip this data group and the stop-e if there is no analysis.

Variable

No,

Data for independent variables:

Start Increment Permissible

(0-2)
(3-5)
(6-8)
(9-11)
(12-14)
(15-17)
(18-20)
(21-23)

e

value

90000000
dec0co00O00C
doee0oe0
00080 e OO0
¢o6vo00vbOO
B0O0000 00
©00®0 000

s000c0e0

S5top e

sopoe0o0od00

00000080

0o ®OLOGOO®

oe 00 O0OCOO

0000000

evoeRvoLOC

090000 D

006000000

Final Stop

error

LIC A B
0000 OCO0CES
00 00000 O
sn08 00800
00cCo00QG0C0C
0008000
©0 00006060

cO0o® 0GOSO

W -3 v\ F Vo e

PA-T
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8.1.4., Inputspecifikationer til PA-8
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0., Cover Dats:

Ff
000000600000 Ca-lcmtion NO,
» [.ooeooooooue- File No.

0000000000000V QE00C00R0V00000000000CQCCOERDOOCGEO000000000CROCOCD
000000000 0COSEGOOO0OVO0POOCO0O0000O0L00CENDOO0O0O0O000OO000000O0CO0O0ODOCGDOS

000 00OVDOOIVODOAOVOVOO0OGOO0CO00VOOCOO0DODOODOOOBOOOSBDOOODLEDOOOOT

® /o

Stop e

1. Headline Dats:

0090000000000 00QRO0C0C0C00000CQOEOO0N00OROCO0003EDROEO0OCCOCOOCROPAGBOEOTC

[.0‘5D.0.0000000000000000000000009000‘0.000.0“'0...00000000.
[00000.00D.OOOOOOOOOBDODOO000060000000OOIOOOIOOOOQODGOOOOOOO

Stop e

2, Calculation Parameters:

Number of functions (F)

Nunber of normal points (obs)

Number of special points (spec)
Minimum value of polynomial degree
Maximum value of polynomial degree
Use specified weights, O0: no, 1: yes

(0)
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(11)

¢ 000®00C0C0D0CO0O0BUOO
60000 CGCECOCO0COO
$00000C0OGCOCO00QO0
909090000000 e O
0000 CRO0COC0OOOCTD

©0O0BO0OCOOOOO00

Use automatic weighing, O: no,.1: yes
Print extended tables, O: no, 1: yes
Polynomial analysis type (1)
Correction type for x~values (2)
(2)
Specified value of first function
Data for polynomial analysis:

Start value of x

(13) Increment in x

(14) Permissible error in x

e Stop e

9000000000000
©s00000000c00
vosccencscsse
6006000000000
csccscccssoso COrrection type for y-values
c0vcc0cscc000
(12) wecoocosccoas

9600000000000

e 000D OOOOOCBO

PA-8

Cover Page Text

Section Headline Text

- - -
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(1) Polynomial analysis type:
03 No analysis
¢ PFind maximum of first function
: Find specified value of first function
(2) Correction types:
Correction Normalise Take natural
type (for x only) logarithm
0 no no
i yes no
2 no yes
3 yes ves
b no no
5 yes no
6 no yes
7 yes yes

3. Data for Special Points:

Take

reciprocal

no
no
no
no
yes
yes
yes

yes

Skip this data group and the stop-e if there are no special points.

(0-2)
(3-5)
(6-8)
(9-11)
(12-1k)
(15-17)
(18-20)
(21-23)
(24-26)

e

00000 O0OOC
oo00O0GO
Q0 0QOOO0Q
00000 0CGO
CO0G6G0O0000Q
o000 O0GCO
0009 Qo000
0600000

o0 00RO O

Stop e

00600000

coo0OOC OO

eoevOoOoCO

Poo0O00O00Q

500000600

000000C0GO

0009 OPO

o G00 000

es00000C0

Type (1)

Q0000000
00000000
Q0 QO 0QQQD0
©000CGO00QO0O0
000D OOO
000000 C0QCDO
009000000
0000000

copecod O

PA-8
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(1)  Type:

0: y is the function itself
1: y - dy/ax

y - dazy/ax2

etc.

co

L, Data for Normal Points:

Bach line contains one x-value and ag many y-velues as there are functions.
All y-values in a line refer to the same x-value.

9000800

oo0e 00O

co00600600

000000

0000000

tccoo0o00000

90000000

y1

o0 900QCO0O0
o0 Oe 000
0000 ®00O
29 000CH 0O
00000600
o9 00000O0

c0o0GOOCO

Stop e

y2e

coooo0o000
00000000
0000000
cacecooe
©ovs000e00
©ce000000

0000000

¥>

00000 O0O
6coo0o0o000
*Fe 000D
o080 0OO
50000600
009 000QS

spooeo0000

00000000

5 ° Weigh‘ts H

Skip this date group and the stop—e If there is no specified welghing.

ceQeCCO0O

o000 OCCOS

6000000600

co0oOoSR0ORQ

0900 QQQ
90000000
60000000

000 OeOO000

Stop e

90000 00O

0000060

B0O000O00O

Ppo®00000

oco00o0oOS

co0O00DO6BDL

900600000

90000000

o8 b00D0C0

eo6000000D0

000660000

oo st00O" OO0

®oCco0O00GO0O0

000000

L

®0000O0Se
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6. Data for Extended Tables:

Skip this data group and the stop—-e if there is no printing of extended

tables.,

(0) coceccecnenes

(1) ceeesocosaces

(2) ceecerennnnen

(3-5)
(6-8)
(9-11)
(12-1k)
(15-17)

(18-20)

e

Number of groups
Print first—order derivative (0: no, 1: yes)
Print second-order derivative (O: no, 1: yes)

Group data:

Number
of
points

oS OSeO OO
soemBese
cosvoceN
LA A B I I R J
LR NN NN NN ]

LR N NN ]

Stop e

Final stop

Start
value

*So>0O9P"S
LA R B N N
20000000

®Seo000 oo

¢ts et be

Increment

L O N

LR R N BN NN J

LR I I

L NN N NN N -

PA-8
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8.2.1.
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8.2. Typiske Beregninger.

Typlsk beregning fra LINEAR EQUATIONS-4




File No. 358

-2

Calculation Example with 10 Equations

GIER Calculation No. 7931

August 28, 1964

Solution of Linear Equations and Metrix Inversion with Full Pivoting

GIER Program LINEAR EQUATIONS-i+




1 ,996T0000
4 ,83180000
8.92029998
1 ,22160000
L 68179999
1 ,10960000
1 .51550000
1 .82370000
8.28089997
8.56709999
3 146230000
7 41790000
7.16909999
1.329350000
9.13569999
1 +1 2940000
L 72129999
7.52119999
3,91060000
2 ,08300000

1 .,03533961
"i 0702909,'“4'
-2,52734920

181770193

1.85703582
~6,12874683%

2.42558018
-1.57713824
-2 ,63946226

2,16296837

1.15542953
~1.30105h47

5.89487182
-1,18882471

-3 ,67762842
- 2,54070482

2.89497306

2910163324
-1.51530219

2,302335255

8| 8’ 83 8, Sl 8! 8‘

!8l 8! 8‘

[MGRLIY =

b Ny

8 3

-2
-1
-2

10

-2
0.2

" 3

mﬁ1
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SECTION 1

ORIGINAL MATRIX

6 ,60280000 9.28070000
3,01849999 3.63860000
2.46529999 7.50509999
9.29169998 2.47189999
9.41959998 7.36029999
5.66839999 8.31879997
9.04389998 L .21159999
T1.75799999 3 .88250000
8.79119998 8 .04139999
9.79479998 6 . Tl+1 20000
5.98969999 T.45909999
2,63829999 6 .34 789999
5.84 249999 5.69909999
9.77289999 9.05070000
3.42770000 2,62080000
6.30779999 1.99290000
1 ,69850000 3, 70840000
8.97759998 731250000
2 48289999 2.07139999
b 14129999 9.94259998
INVERSE MATRIX
-6,00653441 -2 5,19040971 -
-6.94285622 | =2 1.41161565 -
1,10676402 1 7,20544839 -~
~1.71746985 L =1 =5.67300755 -
-2,53008457 -2 -6 42246718 -5
1.76139846 L w1 -4 22175047 -
~1.50351189 ol =1.26800572 o
1.37859113 =1 9.98111335 =2
2.37708051 -1 2.149932776 -3
~1.9723090k =1 ~1.27271794 11
-1,15948032 =1 7.11270433 xr“
"5075065851 “'2 3072698698 ‘D-
-6 ,54200232 w-a -7.66884629 o2
9.70502063 e 2 -3.,89182691 o2
-1.51479180 o2 6.61704862 o2
1,88406479 o2 =3.31904168 o2
-3 47714556 o2 5832499k o2
~2,53411330 2 7.22737880 , -2
6.08416975 ~2 -5.52884466 w2

6.27832739

-2 ~2,26730694

8.11669999
9, ,4k109997
1 ,64130000
T.71619999
3.02539999
7.76679999
6 .21 599999
8.32709998
4 , 04730000
L . 75649999
6 .22039999
T.03950000
3 .51340000
3.78529999
2. 77949999
T.22839999
1.,94670000
8.22815999
6 .01830000
3,26899999

-1.294 72740
-1,54627289
1.597655#6
-1,18988724
~1°26254088
1.16684386
-4 34164392
-6.12979534
143174351
~9,65331967
~8,00486081
9,06995556

o1
X2
-1
o1
o1
®.2
-2
-5
1
2
-2
2

i 83166671 C.2

5.45349115
~3,70720963
3.14909058
-3,22499027
8.39823561
7.58159608
2 -4 ,17037676

LY

-2
00
02
-2
o2

79311

7 23060000
1 .30290000
7.86119999
5.55269999

1 ,54850000
1 ,166T70000

2,77680000
1.28320000
L 65539999
8.83519998
5.91890000
7.65079999
1 ,92640000
743329999
2,66249999
7.76069999

5.75649999
7.08620000

5.38270000
2.75779999

1.,08234609
6.56520927
5.37563493
L 46805703
-2, 544234 1 2
~1.10720421
1.19746072
2.55199033
6.64316118
1.16599428
1.23172237
-5.68386528
2,05153653

~2 =3.31155735
-2 -3 ,89783899

5.35006041
-8 ,85443853
L 58503877
-8.91975891

'8'8'6‘6‘
RN NN

88'8
[5S

t
N

8‘ 5' 8‘ 3}:8

1

8' 8' 8‘ 8‘ 8‘ 8’ 8' 3

W

NN NN
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SOLUTION OF LINEAR EQUATIONS

INPUT VECTOR SOLUTION VECTGR

5.54605268 | 1 9.99950171 -1
5.46253660 . 1 1.00001651
B e
b 1 9.999689
7.25111082 1 1 .00002033 *
6.01448972 |/ 1 9.999T64T5 -
5.55021239 , 1 1.,00000940 *
4.50452880 1 9.9999M17h
5 69368895 , 1 9.99978781 1;1
20591»286 1 1.00004740

7951-1
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Calculation Example

GIER Calculation No. 7509
Linear Approximation to & Function of Several Variables

GIER Program PA-6
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SECTION 1

Approximation to Ammonia Equilibrium

x1: Temperature (deg.C), x2:

Obs. Ident. y(obs)
No. No.

43,920
38.180
33,200
30,570
39'@0
38,950

O FWW o
oUn Fulpp

Mean error:

Expression for y:

y 3= yO + xixel + X2xc2j

Variable Coefficient

No,
1 -2.34508 -1
2 8,26349 -2
yOe 1.16726 2

CALCULATED COEFFICIENTS

Coefficient
Error

DATA MATERIAL
y(cale) x1
43,715 410,00
38.332 440,00
33.3Th L4ho,00
30,337 460,00
39,717 420,00
39,025 430,00

228.76 3

5 098566 "'5

LY
4.99711 -3

SECTION 2

Example from: Iapidus
for Chemlcal Engineers, pag. 354

LIST OF CORRECTIONS

¢ DPigital Computation

Pressure (atm.abs.)

x2

280,00
300,00
240,00
260,00
260,00
280,00

7509~1

The following variables are internally converted into natural logarithms:

y x x2 x3 x4
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DATA MATERIAL |
Obs. Ident. y{(obs) y{cale) x1 x2 x3 i
No. No. 1
1 1 469.00 476 .86 2?288 o3 309.00 833.00 |
2 2 913.00 876.38 636,00 -3 309,00 868.00
33 14200 03 1.590 43 gggggg o3 309.00 800,00 ;
b b 234,00 26243 285.00 -3 309,00 800.00
5 5 k87.00 483.81 533233 o3 309.00 800,00 ?
6 6 709.00 675,02 §§§E§§ &3 309,00 767.00 |
T 7 581.00 53545 g;ﬁzgg o> 683,00 795,00 |
8 8 650,00 612,96 521,00 -3 683,00 195.00 r
9 9 885,00 - 831.96 §§§E§§ o> 683,00 795,00 |
10 10 672,00 697.57 L55.00 -3  1,0120 , 3 867.00
11 11 986,00 1.0381 , 3 E%ZE§§ o3 1.0120 . 3 867.00
12 12 1.3100 3  1.,3885 3 ggz:gg o> 1.0120 3 867,00
13 13 1.1900 3  1.2578 3 gﬁgzgg 3 1.1300 .3 1.6080 .3
1 1k 18900 3 1.9273 3 g;g:gg o3 1.1300 3 1.6080 , 3
15 15 24600 3 2.5614% 3 3?2288 o3 141300 03 1.6080 3
16 16 915.00 901 .53 602,00 =3  1,1300 3  1.6730 , 3
17 17 1.2600 . 3 1.1839 .3 %Egg 3 144300 3 1.6730 , 3
18 18 1.6900 3 1.6090 , 3 ?égzgg o0 1.1300 3 16730 3
Mean error: 61.792 !

CALCULATED COEFFICIENTS M
Expression for y3 |
y = exp(y0 + In(x1)xel + In(x2)xc2 + In(x3)xc? + 1n(xd)=ch);

Varisble Coefficient Coefficient

No. Error
1 7.40198 m 5.46501 o2
2 345383 3.72990 -2
3 ~5. 70411 10--h 7 44151 o2
L 7 86555 3,62497 ey

WM—A
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December 2, 1964

File No. 358

Calculation Example

GIER Calculation No. 9041
Polynomial Approximation to One or More Functions of Several Variables

GIER Program PA-T
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SECTION 1

904 1=1

Approximation to Ammonia Equilibrium Data

7 GENERAL DATA
Number of variebles 3
Number of functions 1
Print polynomial coefficients, O: no, 1: yes 1
Print original z-table, O: no, 1: yes 1
Maximm sum of polynomial degrees 6
Calculate extended table, O: no, 1: yes 1
» DATA FOR VARIABLES AND DEGREES
Vari- Number Maximum Correc~ Nor- Take
able of poly- tion ma~- reci-
no, values nomial type lize procal
degree
1 5 3 1 yes no
2 6 3 1 yes no
3 3 2 1 yes no
TABLES OF QRIGINAL FUNCTION VALUES
PART 1
x5 0,00000
INPUT z, CAICULATED z, AND ERRORS
x1
x2
2,00000 , 2 2,20000 , 2 2,40000 , 2 2.60000 0 2 2.80000 2
4.00000 2 5.,88210 1 L.,0927h 1 K,29013 1 LMT590 1 k.65139 1
3.88211 1 L4.09273 o1 4.29016 o1 L.HT589 ol b 6510 ° ol
9.85861 -5 -1.24335 b 2.99096 4 -1.07169 .4 8,05855 -5
4.08000 , 2 3.68153 ., 1 3.880k0 . 1 L,084T5 1 L4,26906 . 1 L4357 . 1
3.68152 11 3.88937 1 4.08475 1 L.26903 . 1 u.hu356 1
7 ~1.27675 -l -2,770h2 4 L4 33922 o ~De11kok A -8.67844 ¥ D
k.16000 . 2 348732 o1 2.69184 1 3.88457 o1 4.06688 o1 4.23990 , 1
348735 01 3.69184 1)1 3.88460 © 1 L4.06688 L1 k4.23991 ol
1.10507 s -3.25Mh1 15 3.25561 b ~2.63453 -5 1.0144T ok
%.24000 , 2 3.29982 . 1 5.50047 1 3.69007 .1 35.86987 . 1 L.04090 . 1
3.29984 © ol De500T 1 3,69010 1 3.86987 . 1 L.0k091 1
1.79291 -k <4.22001 |-5 2.72632 b -2.12195 -5 1.31369 b
4.52000 2 3.1193k 1 3.31563 1 3,50163 1 367846 1 384705
3.11932 1 3.31560 4 1 3.50163 1 3.67843 1 38470k
~1,55091 o -2.57611 (b 1.16825 -5 ~2.66433 b -1.10984
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k.hoooo . 2 2,94607 , 1 3.13760 , 1 3.3195%8 , 1 3.49301 1 3.65875 m
2.94608 1 3, 13760 1 1 3.31960 1 3.49301 ¢ 1 3.65876 ©
7.54925 . -5 =3.02792 ,~5 1.69516 .u ~5.18289 ,~5 6.10352 5
PART 2
1.00000 o 1
INFUT z, CALCUIATED z, AND ERRORS
x1
x2
2.00000 ., 2 2,20000 , 2 240000 , 2 2.60000 , 2 2.80000 , 2
4.00000 . 2 3.16245 1 3.33405 1 3S.MOWTT 1 3.64595 1 3.78863 1
i s S T AR S0 S IR T
c9 o - - 1 10" . "'90 10 . 9
4.08000 , 2 2.99900 1 3.,16841 1 3.32752 1 3 h7754 5.61950 1
2.99899 ;1 3.16838 1 3.32752 1 3.47752 01 3.619k9 1
| ~T7.51019 -5 -2,6321k Krh 2.74181 & —2.17676 -l -6 La3u6 © e
Lk,16000 . 2 2.8407H 1 3.00746 1 3.164k9 1 3,3120k 1 BMH53TH 1
2.8L075 11 3. 88726 0 é 3.16452 “Lu 3.512%4 0 5.255Z5 |
| 9.90033 -5 -5.48363 -6 2.59757 -1.12057 -5 T.617hT -5
4,24000 , 2 2.68795 , 1 285155 , 1 3.00608 . 1 3.1525% 5,29177 1
2.68796 . 1 2.85155 : 3.00613 0} -i 1255# 5.29132 o 1
9.03010 -5 2,20537 ,~6 2.05276 ; 13857 ;-5 9.72T48 -5
4,32000 , 2 2,54086 . 1 2,70096 . 1 2,85259 . 1 2.99668 3.13398 1
2,54085 . 12,7009k 1 2,85259 . 1 2.99666 1 3.13397 .1
-9,26852 -5 -2.40326 L 3.5822h -5 -2.00033 4 -8. 29697 -5
b.hoooo , 2 2.39965 . 1 2.55590 . 1 2,70430 . 1 2.84567 . 1 2.98070 1
2.39966 o1 2.55590 .1 270431 © 01 2.84567 ol 2.98071
5.84722 -5 -3.27229 ,-5 147879 b 4.25577 -5 5.32269 5
PART 3
2.,00000 ,, 1
INPUT z, CALCULATED z, AND ERRORS
xd
%2
2,00000 , 2 2,20000 . 2 2.40000 , 2 2,60000 . 2 2.80000 , 2
4.00000 , 2 2,54249 1 2.68176 , 1 2.81221 1 2.93491 .1 3.05074 _ 1
§.5k$gg 0 é 3.6glg5 © ; 2081853 “Li 5.33393 o L 2.05275 p i
009 "‘ - .0 9 1 " 1099 0 10 e 3 10- 009 20 10"5
4.08000 ,, 2 2.+0996 1 2,54739 1 2,67648 1 2,79822 w 2.91341 w
250995 1 2.5475T 1 2.67648 11 2.79820 2.913k1
~8.5115% -5 ~2.35656 H  3.77893 -5 ~2.16305 -4 4 9987
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4,16000 2 2,28171 , 1 241690 1 2.54k26 1 2.66468 L 1 2.77890 1
2,28172 , 1 241690 . 1 2,54428 |1 2.66468 1 2,77891 . 1
1.05295 4+ 1.7881h -6 2,22027 ,h -3.99351 -6 5. 6456 0w
b, 24000 2 2.15798 1 2,29058 1 241586 1 2.53463 1. 2.6475 1
2,15799 91 2,29058 ol 241588 1 2.53463 1 2.64755 1
6.30021 -5 =2.55108 (=5 1.9234h h 4 .98295 w—S 8.15392 -5
4.,32000 2 2.03894 1 2,16864 1 2.29153 1 2.40833 ,0 2.51964 1
2,03893 . 1 2.16862 1 2,29153 . 1 2.40831 2,51963 4 1
-6.93798 ,~5 -1.86026 - -1.07288 -5 -1.63376 -J+ -6,50021 ,~5
540000 , 2 1.924Th L1 2,05126 1 2,4TIHT 1 2,28603 1 250546
1,927 1 2.05126 1 2,719 11 2,28602 1 2 39546 © ©
L.27961 -5 4. TTH33 -5 1.53065 b -5.33462 -5 345707 5
Mean error in z: 1.39065 4
EXTENDED TABLES OF FUNCTION VALUES
PART 1
x3 5.00000
CALCULATED z~VALUES
x1
x2
2,20000 , 2 2,30000 , 2 240000 , 2 2.50000 , 2
4,08000 2 3.51638 . 1 3,60596 , 1 3.6986 1 3.7772% 1
4.12000 . 2 3 Bo6i8 D1 35157 1 3.60186 L1 3.68579 . 1
4.,16000 4 2 333792 41 3 52626 1 3,51208 01 3.59551 . 1
L.20000 , 2 3,25075 ;1 3.53839 1 3.42557 1 3.5064k 1
L, 24000 . 2 .,16502 1 3.25188 1 933638 1 3.41863 1
PART 2
x5 1.,00000 1
CALCULATED z-VALUES
x1
x2
2,20000 , 2 2,30000 , 2 240000 , 2 2.50000 , 2
4.,08000 , 2 3.16838 , 1 3.24916 .1 3.32752 o 1 3.40359 1
4.12000 . 2 3.08731 , 1 3.16757 o1 3.24546 1 33211k 1
%.16000 2 3.,00746 o1 3 0813 11 3.16452 1 3.2597Th 1
4.20000 , 2 2.92886 . 1 3.00790 1 3,08471 1 3,159k 1
k24000 2 2.85155 , 1 2.92990 , 1 3.,00610 .1 3. 08027 ¥ 0 1
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PART 3 [
x3 1.50000 ; 1 |
|
CAICULATED z~VALUES :
x1
x2 |
2,20000 ,, 2 2.30000 , 2 2,40000 ., 2 2,50000 , 2
L.,08000 2 284538 1 291815 1 2.98873 1 3.05725 1
4.12000 2 2,77236 o1 284465 01 2,91482 11 2.98298 1
k.16000 , 2 2.70045 1 2,77221 . 1 2.84192 1 2.90967 © 01
4.20000 . 2 2.62968 , 1 2,70086 . 1 2,77005 1 2.85736 , 1
b.24000 , 2 2.56007 , 1 2.63064 1 2.69927 , 1 2 76607 1
PART 4
x3 2,00000 . 1
CAICUIATED z~VALUES
x1
x2
2.20000 . 2 2,30000 , 2 2.40000 , 2 2.50000 , 2
4.08000 2 2.54T37 1 2.61291 1 267648 1 2.73821 1 !
k.12000 , 2 2 L8163 ° o1 2.546T5 1 2.60992 1 2.67132 .1 |
4.16000 . 2 241690 . 1 248152 1 2,5uh28 1 2,605%0 , 1 |
1,20000 p 2 2,35321 o1 241729 01 2.47959 o1 2.5k019 1
4.24000 2 2,29058 © 1 2,35409 1 2 11588 11 247603 | 1

2 4 2 L4
4. 79872584 ~15 1. 20761“95xr1°
-1 00719687 -12 -2.34666469, ~10 1,05912334 -
-6 53h39h81 -13 1, 768761h7 —10 -5.93619375 -8 -3, 7985h18h

2,16390823,-11 ~1,22989546", -8 1.15830891 o5 1.83901185 r

2 L3 4
3.50978851 ~13 ~1.31238299, -10 ~2,25678499 -8
-1 179320u8 -13 -1 0995h078,0-11 3.19948560 —8 -7 h8910995 o
4.3689182910-11 -1,57484792 w-e 2.96378538 10-6 L4 13175642 0" 3
436179375 -9 2.12868351 6 -1,57761480 -3 -6 5551#765

3 b bk
1.92354096 ~15 ~2,71640k40 11 5,83326158 -9 1.04055243
; .27829685,12 9 469760k ~10 ~1,57075355 -6 3.70989791 -u
-2 454229877 -9 8.09867513 w-? -1,39562518 |-l -1 98035958 m
2,02475256 -7 ~1.04697549 - 7.57521614 =2 3.084T1467

|
!
REVERSED POLYNOMIAL COEFFICIENTS

NORMALIZING CORRECTIONS

-2 40000000 0 2 -4 , 20000000 o 2 =1.00000000 . 1

—ﬁ
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SECTION 2

Analysis of Data from Calculation 5376
Function 1: Ammonia Production
Function 2: Exchanger Height

GENERAL DATA

Number of variables 2
Number of functions 2
Maxdimum sum of polynomial degrees 10
Calculate extended table, O: no, 1: yes 0
Polynomial function analysis type 2

Find maximum of first function with spec. values of other functions
Maximum number of iterations 100
Minimum pivot in inversions ' 1,000 -8
Maximum step factor 4 ,0000
Desired value of function no, 1 0.0000
Desired value of function no. 2 2,0000

DATA FOR VARIABLES AND DEGREES

Vari- Nimber Meximum Correc- Nor- Take Take

able of poly- tion ma—- nat, reci-
no, values nomial type lize log. procal
degree
1 6 L 1 yes no no
2 8 6 1 yes no no

TABLES OF ORIGINAL FUNCTION VALUES

Function no. 1

INPUT z, CALCULATED z, AND ERRORS

x1
x2

4 ,00000 0 2  ,10000 0 2 I ., 20000 0 2 4 ,30000 0 2 L L0000 0 2

6 ,60000 o1 6. T4900 o 1 6 .88000 o1 T.00000 1 7,11200 1 7.18800
6.,749%52 | 6 .8786k4 0l 7.00262 o 1 7.10941 0 1 7.18930

3.17073 3 -1 ,356l41 e 2,61910 o2 ~-2,59178 o2 1.30453

6 .80000 o1 6.86900 1 T7.00300 o1 T.12700 1 7 .20600 o1 7.25500
6.86837 . 1 T.00454 1 T.12458 1 7.20823 1 7.25382

2 2,22740 o2 -1.,17726

- -6.30069 -3 1.53573 —2 -2.42379

8‘88
YR Y™y

6’58
6’88

7.00000 , 1 6,98800 1 7.12500 1 7.21000 1 7.26400 . 1 7.28500
6,98926 o1 712355 41 7021096 1 7.26363 0 1 7.28538

1.25837 -2 -1 h5376 -2 9,60469 -5 ~3.73840 -3 3.76129

1
I

7.20000 , 1 7.10300 . 1 7.20200
71.10102 ol To 20585
-1 098295 “2 1 8)4'650

1 T.26400 1 7.28500 , 1 7.27200 m
é 7.26355 1 T.284kT 1 7.27195

450969 -3 -5,28622 ;-3 ~5,21660 _u.

LY

b




7.40000
7 .60000
7 .80000

8.00000

X2

6..60000
6.80000
7.00000
720000
T L0000
7.60000
7.80000

8 ,00000

10

7.18100
7.18285
1.85151

T.23200
7.23088

"‘1 011620

725400
T.25445
L 47083

7 .24 200
7.2419%
-T7.19070

xi
L ,50000

7.23500
T.23473
"'2 069556

7.27800
7.27829
2,9506k4

727200
7.2T175

~2.49505

7 .23200
7.23230
2.99788

7 .1 6400
7.16383

| -1 69Uk

7.06900
7.06911
1.,05572

6,95400
6.95589
-1,10960

1 6.82300

6.82302
2,20776

Mean error in z:

10

-23%8~

1 T.25300 ” 1 T7.28100
10 1 7025181 .‘d 1 702801""
2 ~1.1937 -2 -8.59261

1
1

7.27000 , 1
T.2707% o 1

10
10-2 79585“'9 w"a

83

1
1

7.25500 4 1
T.25438 ) 1

o3 -6.23727 13

10

1
1

0

10

7.21500 . 1
T.21515 4 1

7 .26300
7.26347
L 67157

7.22000
T7.22060
5.97763

T.15300
T.15284

o1 7022500
o1 T.22394
o3 —1.05560

10
10

7 .26800

7.26984

1.8375k

1 7.15600
1 7.15560

KF5 -4 .,02570

10

1 7.06200
1 7.06213

1,251 =3 =1.59955 =3 1.30439

1.13349 -2

90k1-2

1 7.22800
1 7.22740
2 -6,03080

7.15900
7.15934
3.37Th3h

7 .06l+00
7.06l4:26
2,.64096

6.95000
6.94992

10
o3 =1.5249

8.8 3
Ol

sla 3
Wi

518 a
AN

838
[N

o




Function no., <2

%2

€ ,60000

6 .80000

7.00000

T.20000

7 40000

7.60000

7 .80000

8.00000

x2

6 .60000

6.80000

7.00000

10

10

x1

L , 00000 0 2 L ,10000 0 2

1,92000
1,92465
4 6507k

1.92000
1.91570

30161

10

10

10

10

10

10

10

1.93000
1.93679
6.79347

1.95000
1.91992
-1.,00793

1 .83000
1.83984
9.84101

1 .75000
1. 74420
-5.80163

1.70000
1.70192
1.92048

1.67000
1.66991
-8.75294

xi
4 ,50000

3.17000
3.16564
- .35952

2.,79000
2.79226
2.26185

2.58000

2,57933
-6, 74807

2,15000

2.,10799
~-2.20128

2,12000
2.13282
1.28189

2,12000
2.11210

1,98000 -

1.98695
6.95186

1.88000
1.87424
~5.76161

1.82000
1.82294
2.94086

1.,78000

1.77909
"'9 011“5,43

1.,76000
1.75919

~2359~

241000
2.45359

L 35882

2.,38000
2.35742

2 =2.25786

2,18000
2.18662
6,62422

2,05000
2.05139
1.29318

1.97000
1.96623

3 =3 TTBT

1.91000
1.91330
3.29611

1.88000

1.87877

4 -1,23117

1 .86000
1 .86205

INPUT z, CALCULATED z, AND ERRORS

L, 20000 0 2 4.,30000 0 2

2.81000
2,76636

-2 L+.56408

2.48000
2.50295
2,29455

2.28000
2,27227

-7.72585

2.15000
2,150k
4 L2296

2.,08000
2,08194
1.93845

2.03000

2.02780

3 =2.19505

2.,00000
2.00086
8.63783

1.99000
1,98801

90k1-2

k 50000

2.96000
2.98173
2.17271

2.61000
2.59918

Krz -1,08202

2.41000
2.41190
1.90475

2,29000
2.29%04
3,04214

2.22000
2.21577

3 L.23279

2.17000
2,17506
5.05553

2.15000
2,14892

Krh ~1,08476

2,14000
2.14109

5 ~8.05013 4 2,04633 -3 ~1.904k3 -3 1.,09005 -3




T.20000 .. 1

LY

7.40000 |

7 .60000 0 1

2 46000
2.145988

-1,19016 xrh

2.39000

2.39036
3.56883

2,35000
2.34968

- =3.17618 4

7.80000 ol

8 .00000 ol

2,35000
2,53012
1.18904 b

2.32000
2.31980

~2,04585 | A&

Mean error in z: 1,2133 n-2

REVERSED POLYNOMIAL COEFFICIENTS

Punction no. 1

1

= 5 5 .
-i. 2#106108m;10 3, 78755252xr1° 7.82273479 t;8 -1.,39502949
1, 75068175 -10 6 6u902182m-10 -1 ,10372704 < e
8 68u02953 xrg -2,65178107 -8 -5.41809638 ”~6 5.81344904 Kré 3,.48688620 .u
-1 ,04 235041 w -1,22111606 10-8 5.34066130

"‘1 031536665
8.36920109

o7 143899835 1-7 9,23098548

8 982256779 | =T ~5438227h2

=T =7.55024243

56 3012212539
o2 1. 14469350
-6 -1,56682745

o1 &.59112057
tr9 1,14692890

9041-2

tf6

o5 6.12119569 L b

iy, 66654458 P2

©2 L.2k0T3965 3

2,57557T1 7 9.T4320895 -6 ~1.90311331 -3 b.94292188 13 7,28366501 1

Function no, 2

2 7

>

5
=5.19929536,~11  3.63698Th0,~10 3.46996401 -8 ~1.95448830
14857091k, -10 b 15478309, -10 -1,25283714

3.691499L5
-1.07247284
-5.1T149028
1.28303867
4 80753206

-4t , 25000000 0 2

-9 =3.62392806", 8 -2,53346601

%8 2.15024861 X8 8,70536402

o8 8.096201L7 -7  2.50598155

o7 ~1.23463327 16 -8.34082655
©.8 95970836

o1 1.27239012

m-7 -3 ,86861225
-6 2,00152602
10--6 -4 42799940
o =2 55644712
-5 9.07821868

W 1.09969776

NORMALIZING CORRECTIONS

~T.50000000 ol

o1 =2 .35410205 o
~8 1.,2%3541210 < 5

w5 1.35240166 1
o5 -8.95571015 .u

L 3 L33u5356 ¢ o

0
ol 357375066 -

o2 2.05517755
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ki , 200000
7.263549
Iy ;220000
7.270679
I . 200000
7.2801k1
& ,180000
7. 254864
4 .200000
7.210960
L . 220000
7.281028

4,219114
7.281805
L 239114
7.282533
b .219114
7.265024
§ 199114
7.27951k
b 21911k
7.263738
4.23911k4
7.2504 27

4 ,2218%35
7.281881
L ,241835
7.282059
i, 221835
7.262554
4,201835
7.280154
4 ,221835
7.266627
4 241835
7.256472

g

L ,221763
7.28187%

1 000000

38333333

10

a3 3
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10

10

10
10

10

10

10
10
10
10
10

10
10
10
10

10
10
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ANALYSIS OF POLYNOMIAL FUNCTIONS

T.200000

1
2.051395
7.200000 1
2,067t
7.400000 , 1
1,966226
7.200000 , 1
2.036520
7,000000 , 1
2.,186624
7 400000 ol
1.988057
T.350432 1
2.,000561
T.359432 4 1
2.022648 :
T.559432 4 1
1.942463 © -
T.559432 ., 1
1.979301 ~
T.150432 1
2.088642 -
T.550432 ) 1
1.964461
7.370160 ol
1.999872
7.570160 1
2,02220% =
7.570160 1
1.942813
7.570160 1
1.978319
7,170160 o1
2.,084879
7.570160 0 1
1.964855
T.570484 1
1.,999683

1.000000 ,-1

-1~

90412




-242-




. I,

8.2.4, Typisk beregning fra PA-8




December 10, 196k

File No. 358

Calculation Example

GIER Calculation No. 9099
Polynomial Approximetion to One or More Functions of 2 Single Variable

GIER Program PA-8




Nunber of functions
Number of normal points
Minimum value of polynomial degree
Maximum value of polynomial degree
Print extended tables; 0: no, 1: yes
Polynomial analysis type
Find specified velue of first function
Specified value of first function
Start value of x

Increment in x

Permissible error in x

Calculated Main Polynomial

-245-

SECTION 1

9099~-1

A-Function, Optimum Degree Calculated by Progrem

CALCULATION PARAMETERS

R eR

1,00000 , 2
3 .40000 0 2
1.00000 1

1.00000

APPROXTMATION CALCULATIONS

Fitting of Approximation Function

z8333333
N N

Power Coefficient
0 -6,3296264 0D
1 9.0461316 . 3
2 ~5.163558L 1
3 1 4709892 o
L -2,0907634 -h
5 .,185897h
X Y 8pecC,
3,200000 ,, 2 5.000000
3.300000 ,; 2 6 .,500000
% ,L00000 0 2 8 ,000000
3,500000 ., 2 §,400000
%, 600000 0 2 1 ,080000
3,700000 , 2  1,170000
%,800000 o & 1.230000
© 3,900000 ,; 2 1 .260000
Mean error

¥y, calc,

4.990039 .
64957035
7.965430
9.420k92

1.078121

1.171387

1.227422

1.258555 4

Error

9.961 10--2

L .297 ,0

3457 o

-2 949

5 879

-1 587
.578 10

1hb5

5 0095 w‘l
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EXTENDED FUNCTION TABLES

Values of function: , _

x\}/‘.‘ dx->  0,000000 1.000000 2,000000 3 000000 4 ;000000
3,200 , 2 4.990039 . 1 5.148633 . 1 5.305078 1 5.458008 1 5°609766 o 1
3,250 , 2 5.759766 , 1 5.908203 . 1 6.057227 1 6,202539 .1 6.350195 , 1
3.300 o 2 6495703 1 6 6&2578 o1 6.TBBWTT 1 6.935352 1 7. 080859 1
3,350 4 2 T.227539 ,, 1 T.373633 o1 7.522070 ;1 7 670312 1 7 816797 |
3.100 0 2 7.965430 o1 8114258 1 8,261719 . 1 8.,409766 . 1 8,557617 4 1
3 uso 2 8,703906 , 1 8.850781 1 8.999025 . 1 9.142578 1 992857!:.2 1
First-=order derivative: N _ _

x\}/; dx=>  0.000000 1 ,000000 2 ,000000 3 ,000000 L ,000000
3.200 . 2 1.609833 1.577179 1,549622 1.526611 1,507843
3.250 , 2 1.492889 1.481201 1.472504 1466461 14626146
3.300 2 1.460693 1 .460%88 1461304 1.463104 1 465790
3.350 , 2 1.468658 1.471802 1474731 1. 477478 147961k
3.400 . 2 1.480957 1481384 1480774 1.478912 1475586
3.450 , 2 147076k 1 L6l 20k 1.456055 1.,445923 1.433929
POLYNOMIAL ANALYSIS
x y

3.400000 , 2 7.965430 , 1

3.500000 . 2 91;29&92101

3.538967 ., 2 9.968045 1

3 638967 2 10116&1 2
FOUND '

3.538967 ., 2 9.968945 . 1

SECTION 2
A-Function, Degree 4
CALCULATION PARAMETERS

Minimm value of polynomisl degree L

Maximm value of polynomial degree b

Print extended tables, O: no, 1: yes 0

Polynomial analysis type 0

No analysis

Specified value of first function 0,00000

Start value of x 0.,00000

Increment in x 0,00000

Permissible error in x 0,00000




-2l 7~ 9099~2
APPROXTMATION CALCULATIONS

Calculated Main Polynomial

Power Coefficient
0 2.7291227 4
1 -3.0032344 o 2
2 1.2201610
3 -2,1660354 o
4 1 4204546 w—6
Fitting of Approximation Function
x Y: Sbec. g calc. Error
3.200000 , 2 5.000000 . 1 5.010822 ol -1 082 ol
3.300000 ,, 2 6 .500000 0 1 6,1;67251 ol 3.227 -1
3.400000 . 2 8.000000 ., 1 8.,005658 . 1 -5.658 , -2
i 3500000 :g 2 9.,400000 : 1 9,467163 z 1 -6.,73;3 2-1
3,600000 .. 2 1.080000 . 2 1.,072856 _ 2 T.1 -1
5.700000 1 2 1.170000 2 1,170065 1 2 =6.531 -3
50800000 10 2 102}0000 10 2 10232803 10 2 "'20805 10"1
3.900000 ,; 2 1 ,260000 0 2 1.258950 0 2 1.050 -1
Mean error 4,088 w1
SECTION 3
A-Function, Degree 5
CALCUIATION PARAMETERS
Minimum value of polynomial degree 5
Maximum value of polynomial degree 5

APPROXIMATION CALCUIATIONS

Calculated Main Polynomial
Power Coefficient

-6.,5296264 5
3

9.0461316

0
1

2 ~5,1635584 1
3 1.4709892 1
b -2,0907634 L
>

10

1.1858974 -7
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Fitting of Approximation Function

Y« SpecCo

X ¥, calc, Exrror
3.200000 . 2 5.000000 . 1 4.990039 , 1  9.961 w-z
Bl g ®1 otase P13 f?% ol
3.500000 1 2 9.400000 1 1 5 hzue ® o1 -2,949 1
3.600000 , 2 1.080000 ., 2 1, o7h%§1 02 Do ggg
3,700000 .. 2 1.,170000 _ 2 1.1i71 7 2 -1.307
3,800000 1 2 1,230000 02 1. 227h22 | 2 2,578 o m
3,900000 ,, 2 1.,260000 o 2 1.258555 2 1 b5

Mean error 35.095 10-1
SECTION L4

A-Function, Degree 6
CAICULATION PARAMETERS
Minimm value of polynomial degree
Maximm value of polynomial degree
APPROXIMATION CALCULATIONS

Calculated Main Polynomial

Power Coefficient

0 -2,0028291 0 6
1 3.2311716 4
2 -2,1611602 0 2
3 7 .6666791 -

b -1 .,5205660 )
5 1.5977561 -6
6 =6 lhih 30 ~10

Fitting of Approximation Function

x

3 ,200000
3,300000
3400000
3 ,500000
3,600000
5.700000
3,800000
3 ,900000

33333833

Mean error

NRONNNPDDNRN

Y« SpecCo.

5.000000
6 . 500000
8 ,000000
9 400000
1 .,080000
1 ,170000
1 .230000
1 .260000

a3z 83333

NN N

y. calc,

4 969922 ©
6Jw5miw
7.9363528 0
9.401562 o

1.,072187 0

1.168555 o
i, 225156

1
1
1
1
2
2
2
1. 2511-727 2

0

Error

3,008
2422
136 T
-1
7813 3
1545
b 84k
5.273

4.926 o1

10-1
10

10

9099-3
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SECTION 5
A-Function, 1n(A) as a Function of x
CALCULATION PARAMETERS
Minimum value of polynomial degree

Maximum value of polynomial degree
Correction type for y-values

N VTV

Correc- Nor- Take Take

tion ma nat,  reci-
type lize log. procal
0 no no ' iio
2 no yes no

AFPROXIMATION CALCULATIONS

Calculated Main Polynomial

Power Coefficient
0 -6,2003961 0 2
1 8.7u80164 1
2 -409370765.m-1
3 1.39324l5 02
L -1 ,9649091 K;G
5 1.1074678 -9

Fitting of Approximation Function

x Y1 spec. y. calc, Error
3.200000 , 2 5.000000 . 1  L,99uk8BL 1 5.516 -2
3,300000 2 6,500000 1  6,496267 1 3,733 -2
3400000 2 8.000000 1  T.9THTI1 1 2.529 -1
JBoooso B2 liooooo D2 1-omamo o2 ks o
3.700000 0 2 1,170000 0 2 1,171861 2 -1.861 11
3.800000 2 1,230000 . 2 1,226845 2 3,155 -1
3,900000 , 2 1,260000 , 2 1,257838 , 2 2.162 -1

Mean error 3.206 -1




-250- 9099-6

SECTION 6
A-Function, In(A) as a Punction of 1/T

CAICULATION PARAMETERS

Correction type for x-values : L

Correc- Nor- Take Take

tion ma nat, reci-
type lize log, procal
2 no yes no
4 no no yes

APPROXTMATION CALCULATIONS

Calculated Main Polynomial

Power Coefficient
0 1.0891478 , 5
1 -3.4172381 '8
2 L, 2864160 11
3 -2 6868959 14
L 8 h1717h7 16
5 -1 05142868 19
Fitting of Approximation Function
X Y. SpeC. y.r calc, Exrror
5.930000 2 5,000000 1 4 .972432 ol 2,757
o0z foweom i Sficlo p1 o 280
6.230000 ° 2 9.400000 © "390056 © 5°9iu 0o
6.330000 © 2 1.080000 © é ?oog g It ; §°66 0
6.430000 © 2 1.170000 ° 2 1016§g % v, o4 og ”-1
6550000 o2 1 .230000 o 2 1222&036 5 2 é:;oh ©
6.630000 , 2 1.260000 . 2 1,253431 02 6 569
Mean error 5.326 o1
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wSEGTIUN T
Boiling Point Curve for Ethanol
CAICUIATION PARAMETERS

Number of normal points 1
Number of special points '

Minimum value of polynomial degree

Maximum value of polynomial degree

Use automatic weighing, O: no; 1: yes

Correction type for A-values

Correction type for y-values

C O ONOVNON

Coryec~ Nor- Take Take

tion ma nat, reci-
type lize log. Dprocal
0 no no no

DATA FOR SPECIAL POINTS

Specified Points

x y type
0,00000 iOOOOOOw 2 0 y is the function itself
8.,9&0&-0104 7.81500, 1 0 y is the function itself
BQQMOMO“ri 0,00000 1 v is the derivative of order 1

Calculated Modifying Polynomial

Power Coefficlent

0 1,0000000 2
1 -+ 8879246 1
2 2,7336162 4 1

APPROXTMATION CALCULATIONS

Calculated Main Polynomial

Pover Coefficient
0 -3,0170893 0 2
1 2326338 . 3
2 -1 ,1016406 0 L
3 2.,8692010 0 b
b 4,2185528 U4
5 3 .2360254 © 4
6 -4&mﬁmiwh
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Fitting of Approximation Function

Weight,, calc .

x Y. Spec. y, cale, Brror
1,000000 - 9, 741000 ol 9,131 41 T.227 -2 6,108 _-5
2,000000 -2 9,516000 ol 9.510300 1 5,700 -2 2 ° 33l -h
4 ,000000 o2 9.160000 01 9.166128 ol -6,128 e 8,512 -h
6 ,000000 o2 8,917000 o 1 8.924664 0 1 -7 .66k o2 1. 7&2 o
8.000000 ,~2  8.756000 0l 8,.754201 ol 1.799 6 2 2,810 S
1,000000 =1  8,638000 , 1 8.631743 1 6,257 . 3975 2
1 ,400000 o1 8 473000 01 8 .470802 ol 2 198 6,336 e
1 .800000 s | 8 .362000 o1 8.364929 ol =2.929 - 8 k22 e
2,500000 ,-1  8.226000 o1 8.229279 ol =3:219 4 2 1,075 -2
3,500000 -1 8 .100000 o1 8.094516 ol 5. nalh © o 1,073 -2
4 ,500000 o1 8.003000 .1 8,006365 . 1 =3.365 e 2 7.873 0" 5
5.500000 . -1 T7.933000 .1 7. 93k1 27 ol -1.127 -2 L 238 w
6,500000 -1 7.880000 . 1  T7.875851 ., 1 k4.149 o2 1499 -
7.500000 -1 7 .836000 o 839888 | -3.888 o 2421 wJ+
8 .500000 o1 7.818000 ol 7 818226 © e | -2,261 o2 2.718 ©
9.500000 -1 7 820000 ol T 818924 | 1.076 o2 8.850 10--6
Mean error 4,646 o2
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8.3, Programmer i AIGOL

8.3.1, ALGOL-program til LINEAR-EQUATIONS-l




25k LINEAR EQUATIONS-4

Program LINEAR EQUATIONS-4
begin
boolean save, print o:iginal._print inverse, wrongs;
integer IRest, calcno, sectno, pegeno, N, NRS, i, j, dtop, dinverse, drhs;
real inveps;
comment library LINE;
comment library PSHIFT;

sectno g= 1
AA: begin comment cover and headline;

integer 1j
array B[0:39];
comment library CENTEXT;
comment library COVER]
comment library HEADLINE ;
if sectno > i then go %o BB
CUVERi(é. ,
{<Solution of Linear Equations and Matrix Inversion with Full Pivoting},
{<GIER Program LINEAR EQUATIONS-4});
dtop := tromleplads;
for 1 3= O step 1 until 39 do B[1] &= 0;

e

for 1 s= tiltromle (B) while tromleplads > 2719 do;
for 1 := 0 step 1 until 3 do B[1] &= 1;
B[5] := 1,-12;
til tromle (B);
BB: HEADLINE(20, ZZ)

end of cover and headline;

begin comment input block;
integer N2;
real R
boolean mores
array B[0:39];
comment library READS;
comment library READ6;
READ6(6T, 67) 5
tromleplads = 2719;
fre. tromle(B); ‘
N := B[0];

= B[1]; {
!

save := B[2] = 1;
print original := B[3] = 1

comment
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B0

print inverse s= B[4] = 1;

inveps = B[5];

wrong = false;

N2 s= NAZ;

dinverse := dtop;

it save>§§§§'din&erée g= dinversé - N2;

drhs. = ciinverse -~ N2;

if drhs - NRSxN < 2719 then

begtn
tryktekst( {<Too many equations});
LINE(1) ;
for 1 s= 1 step 1 until NRS + 1 do
for § = lmstegn while tegn F 53 do;

- g0 %o QR

end if tromleak;

iﬁ print original then

begin
PSHIFT(15) ;
trykmi(32) s
tryktekst( {ORIGINAL MATRIX});
LINE(2)
end if print originalg

begin comment matrix input;

array ROW[1:N];
more = true;
for 1 s= 1 step 1 until N do
begin
tromleplads := dtop + (1-N)xN;
fra tromle(ROW);
for j ¢= 1 step 1 until N do if more then READS(ROM[J], §. L3);
Iis tromleplads = dtop + (i-N)xN;
o £11 tromle(ROW)

1f save then

begin
tromleplads := dinverse + (i-N)xN;
t+il tromle(ROW)

end if saveg

coment

| I O T
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~®0

gg print original EEEE
begln

for § =1 step 1 until N do

begin
R 3= ROW[j];
Lf R = O then
tryk({-nd}, R, trykml(13))
else
tryk( {~n.d44ddddd ~dd}, trykml(1). R);
if §35%5 = J A J 4 N then LINE(1)
end for Js
LINE(1)
end if print original
end for 1
tromleplads s= drhs;
if print original then LINE(2);
if more then for 1 := lmstegn while tegn + 53 do;
for i s= 1 step 1 until NRS do
begin
tromleplads := drhs ~ (i-1)xN;
fra tromle (ROW);
for § = 1 step 1 wntil N do
READS(ROW[3], 3. L2);
for j = lmstegn while tegn $ 55 dog
123 tromleplads := drhs — (1-1)xN;
t1l tromle (ROW)
end for i;
go_to Ii;
L3: more = £§%§§§
go to L5
1h: end matrix input

end input block;

1f N < 25 then
array MATRIX[1:N, 1:N];
comment library INVERTZg
tromleplads := dinverse;
fratromle( MATRIX) ;
INVERTZ(N, MATRIX, inveps, E1);

comment




=25 =

wo

tromleplads = dinverse;
tiltromle (MATRIX);
go to E2;
Elswrong := true;
E2:end if N < 25
else
begin comment drum inversion;
comment library INVERTS;
INVERT3(N, drhs, ¥, inveps, E3);

go_to Edg

E3:  wrong := trueg;
B4: end drum inversiong
Lf wrong then
begin -
tryktekst({ {<ERROR IN MATRIX INVERSION});
LINE(2)
§E§ wrong
else

emeRre=reRt

begig gggment matrix printing and multiplicationg

integer rj

real Ry x;

array ROW, RrSf1:N];

if print inverse then
PSHIFT(15) ;
trykml{33);
tryktekst( {SINVERSE MATRIX}) ;
LIve( 2) ;
for 1 s=1 step 1 until N do

begtn
tromleplads = dinverse + (i-N)xN;
fra tromle (ROW);
for j == 1 step 1 until N do

begin

if R =0 then
tryk( {~nd}, R, trykmi(13))

else

TG

tryk({-n.ddddadad ~da}, trykmi(1), R);

comment

LINEAR EQUATIONS-4
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e

1f 335%5 = 3 A J 4 N then LINE(1)
end for j;
LINE(1)
end for i;
LINE(2)
end if print inverse; |
if NRS > O then i
begin :
|

PSHIFT(15)
trykml(26);
tryktekst( {<SOLUTION OF LINEAR EQUATIONS});
LINE(2) 5
tryktekst({< INPUT VECTOR SOLUTION VECTOR});
LINE(2) 5
for r = 1 step 1 until NRS do
begin
if NRS > 1 then
begin
tryktekst( {<Right-hand side no.});
tryk( {—nd.}. I‘);
LINE( 2)
end if NRS > 1;
tromleplads = drhs - (r-1)xN;
fra tromle (RS);
for 1 =1 step 1 mntil N do
begin

x = O;
tromleplads := dinverse + (1-N)=xN;
fra tromle (ROM);
£2£ J =1 step 1 until N do
x 3= x + ROW[§]=RS[3];
for R := RS[1], x do
begin
"if R = O then
tryk(§-nd}, R, trykml(13))
else
tryk({-n.dddddddd ~ad}, trykmi(1), R)
end for R;
LINE(1)
end for 1;

coment

O
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LINE(2)

end for r

end if NRS 2> 0

o

end matrix printing and multiplication;

tagin comment printing of inveps;

integer mg

5YTAY DATA[0:39];
tromleplads s= 2719
fra trvomle (DATA):
m := DATA[39];
£ 1 > 31 then
bealn
tryktekst{ {Minimum inversion pivot}):;
trykml(5) 5
tryk({-n.aq,~ad}, DATA[5]);
LINE(3)
end if printing

end invaps printingg

T

QR: sectno = sectno + 13
go to AhAg

L T O M T

ZZ: end of programg

*
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8.3.2,

ALGOL~program til PA-6




Program PA-6
begin

P ]

integer LRest, calcno, sectno, pegenc, dtop, var, obs, i, 42, j, a3; |
real ymean, meanerror, mean2s

~262- * PA-6 ]l—
L
|
|

comment library LINE;
comment library PSHIFT; \
sectno = 13 i
AA: begin comment cover and headline; |
integer 1;
array B[0:39]; ‘
comment library CENTEXT; |
comment library COVER{;
comment library HEADLINE:
if sectno > 1 then go tc BB;
cover1(12, 31,
{<Linear Approximation to a Functlion of Seversl Variables},
{<GIER Program PA-6});
1 1= 0 step 1 untdl 39 do B[i] = 0;
dtop s= tromleplads;
tromleplads := 27133
tiltromle (B);
BB: HEADLINE(20, ZZ)
end of cover and headline;
begin comment input block;
boolean more;
array DATA[0:39] ;
coment library READS;
comnent library READG;
M( 67: 67)3
tromlepleds = 2719;
fratromle(DATA) ;
var := entier(DATA[O] + 0.1);
obs := entfer(DATA[1] + 0.1);
begin comment corlist block;
toolean array corlist[Osvar];
for 1 := O step 1 untll var do
corlist{i] := entier(DATA[2+i] + 0.1) = 1;
tromleplads 3= dtop;
d2 s= atop + tiltromle(coriist)
- end corlist block;
comment

L
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begin comment Data material input;

e

arrsy IDENT, v[1:008], INPLINE[-1:var], xLINE[1:var];
hoolean array corlist[Osvar];

tyomleplads s= dtop;

fratromle(corlist);

more = trues

for i == 1 step 1 until obs 22

begin
tromleplads := 42 ~ (i-1)x(var+2);
fratromle{ INPLINE) ;

£§ more then

for § := -1 step 1 until var do
READS(INPLINE[J ], 4. L2);
Lis tromleplads = d2 ~ (i~1)x(var+2);

tiltromle( INPLINE) ;
TDENT[1] = INPLINE[-1];
yli] = if corlist[0] then
1n( INPLINE[0]) else INPLINE[O];
for § =1 step 1 until var do
ALINE[3] := 1f corlist[j] then ln(INPLINE[J]) else INPLINE[j];
tromleplads := d2-obsx(var+2) - (i-1)=var;
+iltromle(xLINE)

end for i

if more then for i := lmstegn while tegn # 55 dog

@ommeg} search for stop-e;

go_to 153
L2s more := false;

! g0 _to i3
L33 tiltromle(y);

tiltromle( IDENT) 5
d3 = tromleplads
end DATA input
. end input block;
begin comment caleulation blocks
real tols
aTTRY ¥ y@al@[igobs], xmean, coef, coeferror[i:var], x[isdbs, iavar];
comment library FITZ2;
compent library INVERTZ:

tromleplads = d2 - obsx(var+2);

i pomment

)
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ggz 1 ¢= 1 step 1 until obs r:_lg

bagin

fratromle(xmean);

for § := 1 step 1 until var do
x[1y 3] = xmean(s]
end Tor 1;
fratromle(y);
tol = 1.8
G3s:  FIr2(var, obs, x, y: Xmean, ymean, ycalc, coef,; coeferror, meanerror, tol, Eﬁ
tromleplads = d3; :
tiltromle(ycale);
tiltromle( mean);
tiltromle(coef)
tiltromle(coeferror) ;
go o FF;
EE: tol = t,olxim-k;
go to GGy
FF: end calculation blocksg
begin comment printing block;

boolean correct;
22_?-_31- yact, yobs, yU;
boolean array corlist[Osvar];
array yeale{1:0bs], xmean, coef, coeferror{1:var], INPLINE[-1svar];
procedure HEAD;
begin
integer 1;
PSI‘IIFT(}_O);
tryktekst({<
Obs. Ident. y{obs) y{cale) b;
IRest = IRest - 1
for 1 =1 step 1 until 5 do
if & < var then
begtn
tryktekst({<x});
t,ryk({n}. i)?
trykm1{12)
end for i;
LINE(1);
tryktekst({ Fo. No.});

commant,
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LINE(2)
end HEAD;
tromleplads 3= dtop;
fratromle(corlist) g
for i = 0 step 1 until var do
if corlist{i] then go to PR1;
g0 ko NER;
PSHIFT(8);
trykml{30);
tryktekst( {<LIST OF CORRECTIONS});
LINE( 2} ;
trykbekst(
following variebles are internally converted into natural logarithms:});
LINE( 2}
ggg i = O step 1 until var do
if eorlist{i] then
begin
tryktekst(if L = O then {<y} else {<x});
if £ >0 then
tryk(1f 1 > 9 then {nd} else fnb, 1); §
trykml(3) |
end for ij
LINE(3) 5
tromieplads = 43
fratromle(ycale);

fratremle(Xmean);
fratromle(coet)
fratr@mle(QGQf@rror)g

mean? 3= Og

PSHIFT{20) s

trykmi(33) ¢

tryktekst( {<XDATA MATERIAL});
LINE( 2]

HEAD;

for 1 s= 1 step 1 until obs do

beglin
tromleplads ¢= 42 - (i-1)=(var+2);
fratromle( INFLINE) ;

yact = yeale[1];
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if corlist[0] then yact := exp(yact);
yobs := INPLINE[O];
mean? := mean2 + (yobs-yact)A2;
tryk({nddd}, 1);
tryk({-nddda}, INPLINE[-1]);
trykml(1) s |
tryk( {-ndd.,dd()on—dd}. yobs, trykml(1), yact, trykml(1));
£2_£j = 1 sg‘gimtilvargg
begin
tryk({-ndd .ad00, ~ad}, INPLINE[3]);
trykm1(1);
if §sdx3 = J A J < var then
begin
LINB(1);
trykml(39)
g&@ ir

end for j;
LINE(1);
12Rest<5Aobs - 1 > 2 then

begin
LINE(100);
HEAD

end if
end for i;
LINE(1);
tryktekst( {<Mean error:});
trykml(1k) 8
tryk( {-ndd.dd00,-dd}, sqrt(mean?/(obs-var-1)));
LINE(3)
PSHIFT(15) ;
trykm1(26)
tryktekst( {<CALCULATED COEFFICIENTS});
LINE(2);
tryktekst( {<Bxpression for y: });
LINE(2)
tryktekst({<y == });
corlist[0] then
tryktekst({<exp{ });
tryktekst({<y0 });

comment

4ﬁf
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yO 5= ymean;
for j s= 1 step 1 until var do

T

yO 3= y0 - xmean[J]xcoef[J];
correct = eorlist{j];
tryktekst({< + });
if correct then tryktekst( {<in(}) ;
tryktekst{ {<x});
tryk(if § > 9 then {na} else fnb, J);
if correct then tryktekst({<)});
tryktekst{ §<xc});
tryk(if § > 9 then {nd} else {n}, J);
if 3:5+5 = 3 A J < var then LINE(1)
end for Jj
tryktekst{1f corlist[0] then {<);} else {<;});
LINE(3) 5
PSHIFT( var+5) §
tryktekst{ {<

Variable Coefficient Coefficient

No. " Error

}s

223

LRest 3= LRest - 3;
for § =1 step 1 until var do
tryk({ndaddb, J);
’trykml(7);
tryk({~n.dddad, ~ad}, coef[J], trykml(l4), coeferror[3]);
LINE(1)
end for J;
LINE(1);
tryktekst( {<y0:}) ;
trykml{9) ¢
tryk( f-n.ddddd, ~ad}, y0);
LINE(3)
ggg printing

sectno := gectno + 1
go to AAg

oL 2

end of programg

PA-6
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Program PA-T.
begin
integer LRest, calcno, sectno, pageno, dtop, V, F, xplace, i, N;
real procedure ASS(chan, item);
value chan, item;
integer chan, item;
begln
array D[i :1];
tromleplads := 4Oxchan + 1tem;
fra tromle(D);
Ass = p[1]
end ASS;
integer procedure place(n);
value n;
integer n;
begtn
integer k;
procedure LIST{expr);
value expr;
integer expr;
begin

k ==k +1;
if k = n then
begin
place := tromleplads := expr;
g0 to EX
end 1f
end LIST;
k == O; .
LIST( 2xxplace-dtop-Nxi) ;
LIST( T0x40+39+1xV) ;
LIST(place(2) + F);
EX:end place;
comment library POLYT;
comment library LINE;
comment library FSHIFT;
sectno = 15
AA: begin comment cover and headline;
integer 1i;
array B[0:39];

comment

PA-T
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comment library CENTEXT

comment library COVERI g

comment library HEADLINE;

1f sectne » 1 then go to BB;

COVER1(5, 31,

{<Polynomial Approximation to One or More Functions of Several Variables),

{<GIER Program PA-T})

dtop = tromleplads - 40g

for 1 := O step 1 until 39 do B[1] = 0;

for i s= til tromle(B) while tromleplads > 2679 do;
BB: HEADLINE({20, ZZ)

end of cover and headlineg

begin comment input block;
boolean table, analyse, more;
ggggggg drum, n, t, J; nil, group, k;
array DATA[0:39]
procedure FIND Ej
for t := lmstegn while tegn $ 55 do;
comment library READS;
comment library READE
READA( 67, €8);
¥ = ASS(67, 0)
F 5= ASS{67, 1)
N = 15
table = ASS(67, 6) = 1;
analyse s= ASS(67, T) % 0;
drum = dtops
for 1 =1 step 1 until V do

begin
n 3= ASS(68, 3x{i-1));

if 1 = 1 then ni s= nj

N := nxNg

begin comment x-block;
array x[ign]g
tromleplads = drumg
fra tromle(x);
£8£ Jd =1 step 1 until n gg
READS(x[3], J1 L1);
FIND Eg

Li: tromleplads 3= drumg;

comment

cnTTmscmeyCmo
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.o

drum s= drum + til tromle(x)
end x-block
end for 1;
xplace = drumgj
group = Nin‘.l;
_r;gzi g= 1 steplun‘bich_i_g

begin ,

drum 3= place(1);

more 3= true;.

for J := 1 step 1 until group do

begin comment z-block;
array 2[1 sni];
drum := drum + nl;
tromleplads s= drum;
fra tromle(z);
for k 3= 1 step 1 until n1 do
READS(z [k]. ki L12);

go to L3;
L2: more 3= false;
| 53 tromleplads s= drum;

t1il tromle(z);
Lf -, more then go to Lk
EEQ z-block and for J;
FIND E;
Ih: end for ij
1f table then READ6(69, 69);
if analyse then EEAD6(70, 70)
end input block;
begin comment printing of general data;
integer mcount, mfact;
array DATA[0:39];
comment library TABLEZ;

comment library T3;

boolean procedure print;

begin

1 = DATA[39];

print = (i-(ismfact) smfact)x2mfact
end print; ‘
TABLE2(67, 8, NP1, {
{<GENERAL DATA}, 34); |
T3( {<Number of variables}, 36, {-nddd});

 commemt
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> soe

T3( ¢Nunber of functionsd, 36, {-nddd});
T3( {<Print polynomial coefficients, O: no, 13 yes}, 13, {~nd});
T3({<Print original z-table, O: no, i: yes}, 20, ¢{~nd});
T3({ {KCorrection type for z-function}, 27, {-nd});
if yrint then
begin
1 = DATA[L]
txyktekst(if 1 = O then
{We ccrrectiond else |
{<Take natural logarithm}); |
LINE(1)
and 1f explanation;
T3( {<Maximum sum of polynomial degrees}, 23, {~ndd});
T3({<Caleulate extended table, 03 no, 1: yes}, 18, {-nd});
T3( {<Polynomial function analysis typeb, 24, {-nd});
Lf print then

begin
i o= DATA[7];
tryktekst(if 1 = O then
{Wo correction} else if 1 = 1 then
{<Find maximum of first function}
{<Find maximum of first function with spec. values of other functions}
else
Lf 1 =3 then
{<Find specified values of all functions}
else
{KVary first variable to fixed value of first function});
if i =k then

begin
LINE(1)
tryktekst({<and maximize for other variables})
end if 1 = b
LINE(1)
end if explanation;
T3( {<Maximum pumber of iterations}, 27, {~-nddd});
T3( {<Minimum pivot in inversions}, 31, {-n.ddd,-ddp);
T3(<Meximum step factorp, 37, {~ndd.daoo});

commert

oI e Cm T
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if DATA{39] > 2048 then

for i =1 step 1 until F 22

begin
tryktekst( {<Desired value of function no. })
tryk({-np, 1)3
trykmi( 27) 5
tryk( {-n eddddw-dd}. DATA [10+i] s
- LIvE(1)

end for i;

,LINE(z) 3

NP1: end printing of general data;

begin comment correction of x-values;

Eggiggg norm, log, recip, error;

int§§=2 Ji n, cortype, d1, d2, mark;

Teal X, XMIN, XMAX;

integer array xlist, deglist, corlist[i V]
array DATA[0:39], NORM[1:V];

procedure MESSAGE(explanation);

string explanation;

begin
skrvvr;
skrvtekst( explanation); .
skrv({ {-ndd}, skrvtekst({< element }), j. skrvtekst({< of variable no.}), i)
error = Ezgg ’

end MESSAGE;

tromleplads 3= 40x68 + 393

fra tromle(DATA);

di s= dtopg

dZ2 3= xplaceg

[ A —

error = false;
for i :=1 step 1 until V do
begin
n := xlist[i] s= DATA[3x(i-1)];
deglist[i] == DATA[3x(1-1) + 1];
cortype 3= corlist[i] := DATA[3x(i-1) + 2];
norm 3= cortype:2x2 4 cortype;

log := cortypeslix2 4 cortype:2;
recip := cortype > L
begin comment x-~block;

array x[1:n];
tromleplads := di;

comment {
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41 3= di + fra tromle(x);
for j s=1 step 1 until n do

begtn
X e= x[j];
gg reclp @__;__g{l
begtn
1 E X = O then
MESSAGE( {<Zero x-value in})
else
X = 1/X

end if recip;

if log then
begin
if X < 0 then
MESSAGE( {<Negative x-value in})
else
X = 1n(X)
if log;
if § = 1 then XMIN 3= XMAX := X;
if X < XMIN then XMIN := X;
if X > XMAX then XMAX := X;
x[J] =X
end for jg
NORM[1] := if norm then
~ (XMIN+XMAX)/2 else O;
E norm M
for J =1 steglmtilndo
x[3] = x[3] + NORM[1];
tromleplads = d2;
d2 3= d2 + til tromle(x)

S{;’% x=block

end for i
if error then go to Z2;
mark = ASS(68, 39);
if mark % O then
begin
PSHIFT(16+V)
trykml( 25) ;
tryktekst( {<DATA FOR VARIABLES AND DEGREES});
LINE(1)

comment

...




=

’ |
tryktekst({< i_
Vari- Number Maximum Correc- Nor- Take Take
able of poly~ tion ma-~ mat. recli~
ne. values nomial type lize log. procal
degree
s |
IRest := LRest = 5; i
for 1 := 1 step 1 until V do |
begin ?
LINE(l);

tryk(<-ndddaadp, 1, xlist[1], deglist[i], trykmi(2), coritist[1]);
cortype 3= co:list{i];
for J =1, 2, b do
tryktekst(1f cortype : (2x3)=2 # cortype : J then
< yesh else < no})
end for i;
LINE(3)
end if mark;
place{2);
11 tromie(xlist);
t11 tromle(deglist);
$11 tromle{corlist);
$11 tromle( NORM)
end correction block;
begin comment, calculation block;
integer drwbot, coefbot;
integer array obslist, deglist[1:V], cplace[1:F];
drumibot 3= place(3);
fra tromle{cplace);
fra tromle(obslist);
fra tromle(deglist);
1 = Fy
coefbot := place(1);
for 1 2= 1 step 1 until F do
begin
cplacel1] s= coefbot;
POLYS(V, m(67c 5), obslist, deglist, xplace, P]“C(i) + 1
coefbot, coefbot, drumbot, ASS(67, 4), PULL)
end for 1;
comuent

SRR SEIGNE
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tromleplads 3= drumbotg
til tromle(cplace)s

FULL: skrviekst{{<

Full drum});

- B0 Lo ZZ;
EX: end calculation block;
btegin comment printing of tables;

boolean first, corz;
EEES%SE ri; n2, N2, groups, J. k, m, blocks, c¢1, ¢2, ¢, row, ii, zelem;
real ERROR, Z, DEV, ZIN;
integer array cplace[1:F), obslist, corlist, ilist[1:V];
array NORM, x, xcor([1:V], TDATA[O:3xV-1];

e s

procedure TABLES;

T EpeSTO R CR DD

begin

el

array xi{ignilg
procedure HEADI
Eegin
PSHIFT( 20) 5
trqunl( 2%) $
tryktekst(if first then
{<TABLES OF ORIGINAL FUNCTION VALUES}
else
{<EXTENDED TABLES OF FUNCTION VALUES});
- LINE(2)
end HEAD{ ¢
procedure prieft(n);
value n;
Integer nj

tryk(if n < 10 then {n} else

if n < 100 then {nd} else $ndd}p, n);
procedure CORRECT(21, an);

value al, ang
Lnteger a1, an;
Begin
integer 1, cortype;
zeal Xy
for 1 = al step 1 until an do

hegin

X s= x[1];
cortype = corlist[i];

e




“wo

coment
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if cortype > I then X := 1/X;
if cortypesh=2 4 cortype:2 then X 3= In(X);
xcor[1] = X + NomM[1i]
a@ for 1
end CORRECT;
real procedure DRUMELEM(place);
value placeg
integer place;
begin
array B[1:1];
tromleplads := place;
fra tromle(E);
DRUMELEM = E[1]
end DRUMELRM;
HEAD ;
for 1 =1 step 1 mtil F do
begin
PsHIFT(18) ;
:E‘_ Fl>1 Hlf_p
begin

tryktekst(§< Function nc.});
tl‘yk(f'm}l 1)3
LIRE(2)
end If F > 1;
groups := (if first then N else N2):mi;
if V > 1 then groups := groups:n2;
place(3);
fra tromle(cp]me);
fra tromle(obslist);
tromleplads := tromleplads - V3
fra tromle(corlist);
fra tromle(NORM) ;
tromleplads := 69-40 - 1 + 3xV;
fra tromle(TDATA);
ERROR := O
if first then
begin
tromleplads := dtop;

PA-7
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fra tromle(x1)
gnd
else
form 3= 1 step 1 until ni do
x1[m] = T™ATA[1] + (m—-1)x~TDATA[2];
sorz = ASS(67, 4) = 13
ggg J 2= 1 step 1 until groups do

i

begin
if V > 2 then
begin - }
11ist[3] = J - 13
for m = 4 step 1 until V do
begin '
k 3= if first then obslist[m-1] ,
else
TDATA [3x(m-2) ] 5
1list[m] s= 11ist[m-1]sk;
ilist[m-1] s= 1list[m-1] ~ 1list[m]xk + 1
end for mg
1list[V] s= 111st[V] + 13
if first then
begin
tromleplads := dtop;
form &= 1 step 1 until V do

begtn -
array xin[i:obslist[m]]g

fra tromle(xin);

if m > 2 then

x[m] = xin[ilist[m]]

end for m

ggg if first
else
for m 3= 5 step 1 until V do
x[m] := TDATA[3xm-2] + (1list[m] -~ 1)xTDATA[3xm~1];
PSHIFT(6+V) ;
trykml(37) 5
tryktekst( {<PART });

comment




commentt

prieft(J);
LINE(2) ;
for m °=§step1untilvg_e
begln
tzvktekst(fcc})
tryk({n}. m);
trykml(10); ,
tryk( {-noddddd-n_dd}l x[m])i
- LINE(1)
end for m
end 1f V > 2;
LINE(2);
blocks := 1 + (n1-1):5;
PSHIFT(10) ;
trykml(if first then 25 else 30);
{<INPUT z, CALCULATED z, AND ERRORS})
else
{<CAICULATED z-VALUES});
LINE(Z);
CORRECT(3, V);
for k := 1 step 1 until blocks do
begin
el s=1 + 5x(k~1);
c2 s=c1 + kg
if ¢2 > ni1 then ¢2 :=ni;
PH{IF'I'(B);
trykml(1h) ;
tryktekst({<x1});
LINE(1);
if V > 1 then
begin
tryktekst({< x2p);
LINE(1)
end 1f V > 15
trykml(12);
for c = c1 stejgitmtilc.?d.o .
tryx({-n..aadaa.n-dd} 'ln'ykml(i). xi[c]);
LIRB(Z)s
itv =1 then n2 := 1;

PA-T7
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for row ¢= 1 step 1 until n2 do

begin

array DATA[c1:c2, 1:3];

if first then

begin
PSHIFT(L);
zelem := place(1i) + e¢i + (j-1)xnixn2 + nix(row—i)

end if firsty

1V > 1 then

besin
x[2] ¢= if first then
DRUMELEM( dtop-n1-n2+row)
else |
TDATA[4] + (row—i)xTDATA[5]
tryk({-n.ddaad ~aa}, x[2]);
CORRECT( 2,2)

end

cwTRrae

else
trykml(12);
£gz c = ci step 1 until c2 gg
begin
x[i] 3= xi[c]~
CORRECT(1, 1);
Z = POLYT(V, ii, 1, xcor[ii]. cplace[i])
if corz then Z := exp(Z);
if first then
Eegin
ZIN := DATA[c, 1] = DRUMELEM(zelem);
zelem := zelem + 13
DATA[e, 2] :=
DEV := DATAfc, 3] := 2 - ZIN;
ERROR := ERROR + DEVA2
end
else DATA[e, 1] 3= Z;
| tryk({-n.ddadd ~ad}, trykmi(1), DATA[c, 1])
E end for cg
3 - LINE(i);
gg first EESE
for m 3= 2, 3 do

begin

trykml(12) ;

comment
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for ¢ = c1 step 1 until c2 do
tryk({-n.ddddd -adp, trykmi(1), DATA[c, m]);
LINE(1)
end for mj;
if first then LINE(1)
end for rowg
. LINE(1)
end for k
end for j;
if first then
begin
tryktekst({<Mesn error in z: });
if N > V then
ERROR := ERROR/(N-V);
tryk({-n.adaad -aa}, sqrt(ERGR));
. LINe(3)
end if first
end for i
end TABLES;
nl 3= ASS(68, 0);
n2 = ASS(68, 3);
first o= true;
1f ASS(67, 3) = 1 then TAHIES;
if ASS(67, 6) = 1 then
begin
first := false;
N2 = 1;
n1 = ASS(69, 0); _
for 1 := 1 step 1 until V do N2 := N2.ASS(69, 3x(i-1));
n2 := ASS(69, 3);
TABLES
end if table
end printing of tables;
E Ass(67, 2) =1 %
begin comment print polynomial coefficients;
integer c1, COLMAX, COL1, ROW, INDEX, row, col;
integer array cplace[1:F];
array DATA[0:39], NORM[1:V];
Pprocedure NEW DATA ;

-




~283-- PA-T7

wo

begin
fra tromle(DATA);
ci =39
end NEW DATA;
procedure CUT(high, low);
integer high, lowg
begtn
high := low:100;
low = low - highx100
end CuT;
place(3);
fra tromle(cplace);
PSHIFT(10) ;
‘brykml( ) H
tryktekst( {<REVERSED POLYNOMIAL CQEFFICIENTS}); |
LINE(2);
for 1 ::=1s‘l:epiuz:rt;i:l..;!5‘g_o=
begin
PSHIFT(8);
if F > 1 then
begln
tryktekst({< Function no.});
tryk({-nd}, 1);
LINE(2)
end if F > 13
tromleplads s= cplace[i];
cl = -1

cl s=c¢1 - 13
cur(coLi, COLMAX);
CUT(ROW, COL1);
CUT( INDEX, ROW) ; ,
tryk({-nddd}, INDEX, ROW, COL1, COLMAX);
LINE(1) ;
for row := 1 step 1 until ROW do
begin

for col := 1 step 1 until COL1 do

begin

if c1 < O then NEW DATA;

commnent




we

trykml(1) ;
tryk({-n.addddadadd, -adp, pATA[c1]);
el :=c1 -1;
g col = COL1 v coli5x5 = col
.. then LINE(1)
end for col; :
if COL1 < COLMAX then COL! := COL1 + 1
end for row;
LINE(1);
if INDEX < V then go to Li;
_ LINE(2) |
end for 1; |
PSHIFT(4 ) 5
tryiml(28) 5
tryktekst( { NORMALIZING CORRECTIONS}); |
LINE(2) ;
tromleplads 3= TOxUO + 39 + V;
fra tromle(NORM);
for 1 :=1stg;_>1untilVd_2
begin :
trylml(1) ;
tryk({-n.dadaddad -aap, NEM[1]);
if 135%5 = 1 then LINE(1)
end for 1;
LINE(2)
g printing of polynomial coefficients;
1f ASS(67, 7) 4 O then |
begin comment polynomial analysisg ]
boolean fin, corz;
integer count, cond, type, J. cmax, fac, ii, cortype;
real X, tol, maxstepfac, Y;
integer array corlist[1 :v], cplace[1:F];
array xstart, delOx, xact, epsx, NOEM, EPFS, xcor[1 V], yact, FVAL[1:F],
x01a[1:(V41)=(V+2) 32, 1:V], yold[1:(V41)=(V+2):2, 1:F];
comment library INVERTZ;
comment library NOLEQS;
comment library OFTT;
tromleplads := 67«0 + 10 + F;
fra tromle(FVAL);
comment

e —




wo

corz 3= ASS(67, 4) = 13
type 3= ASS(67, 7);
cond := if type = 1 then O
else .
if type = 2 v type = L4 then F - 1
else F;
Place(3);
fra tromle(cplace);
tromleplads := tromleplads — 2xV;
fra tromle(corlist);
fra tromle(NORM) ;
begin
__NEZAMTA[:L"V, 1:3];
tromleplads 3= 70«40 - 1 + 3xV;
fra tromle(ADATA);
for i :=1 step 1 until V do
begin
if corlist[i] 4 O then
begin
for J := 1 step 1 until 3 do
begin
X := EPS[1i] := ADATA[1, 3];
if corlist[1] > 4 then X := 1/X;
if corlist[1]:hx2 4 corlist[i]:2
then X s= 1n(X);
ADATA[1, 5] ==X
S.I_IE. for j

9}3;9 if corrections;
xstart[1] := ADATA[1, 1]+ NORM[1];
delox[1] := ADATA[1, 2];
epsx[i] := ADATA[1, 3]
ﬂ@ for i

end ADATA:-block;

PSHIFT(10) ;

trykml(24)

tryktekst( {(ANAI.YSIS OF POLYNOMIAL FUNCTIONS});

LINE(2) ; )

comment
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maxstepfac := ASS(67, 10);
cmax 3= ASS(67, B8);
tol := ASS(67, 9); i
fac = (V+1)=(V+2);2; |
count = QO
Hl: fin = false; ,
OPI'7(count, cmax, V, cond, false, type = 4, xstart, delOx, xcor, [
xold, epsx, yact, yold, tol, mxstepfac, F1, E1);

L 1)
e -

go_to G2;
Fi: LINE(1); |
tryktekst( {<FOUND}) ; |
go to G, |
Bt: LINE(1);
tryktekst( {<ERROR}) ; ]
Gl: fin := true; f’
G2: LI'NE(I); \’
if (comt—l)_;_fac;cfac = count - 1 then LINE(1);
tryktekst( {<x:});
for i ;:1stegiuntilvg
begin
X := xcor[i] - NGRM[i.];
cortype := corlist[i];
if cortypehx2 4 cortype:2 then |

X := exp(X); |
if cortype > 4 then X := 1/X; |
trylm1(1);

tryk({-n.dddddd ~ad}, X);
£i§5x5:i/\i (V@
begin |
LINE(.‘L);
tryimi(2)
Sg_q. it
end for ij
LINE(1); ;‘
tryktekst({<y:});
for i =1 steglunting_g
begin
Y = POLY7(V, i1, 1, xcor[i1], cplace[1]);
if corz then Y := exp(Y);
comment '

e
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L 29

yact[i] = Y - FVAL[1];
trykml(1);
tryk({-n.dddaad_-adp, Y);
£i£5x5=iAi<FM
begin
LINE(l);
trykml(2)
end if
end for i;
Lf -, £in then go to Hi;
LINE(Q);
tryktekst({<es}); / »
for i =1 step 1 wntil V do tryk({-n.dddddd -dad}, trykmi(1), EPS[1]);
. LINE(2)
end analysis;
sectno := sectno + 1;
go_to Ad;
ZZ: end of program;
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8.3.4, ALGOL-program til PA-8
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Program PA-8,
bﬁ%olean weigh, auto, tables, normx, recipx, logx, recipy, logy, error;
integer LRest, calcno, sectno, pageno, dtop, F, obs, spec, degl, degmax, deg
antype, 1, specZ;
Teal NORMX;
real procedure ASS(chan, item);
E%B‘E chan, item;
integer chan, item;
begin
array D[1:1];
tromleplads := LOxchan + item;
fra tromle(l));
ASS := D[1]
end ASS; L
integer procedure place(n);

value n;
integer ng
begln
integer k, pl;
procedure LIST(expr);
Yalue expr;
integer expr;
begin
k =k +1;
Pl := pl - expr;
if k = n then
begin
Place := tromleplads 3= pl;
go to EX
;eiz_d if !
end LIST; |
k 2= 03 I
pl 3= dtop;
LIST(0); comment 1: input normal points;
LIST(cbsx(F+1)); comment 2: weights;
LIST(E weigh v auto then obs else 0);

comment 33 xcor;

comment
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%o

LIST{cbs); comment 4: yeor[1];
LIST(Fxobs); comment 5: ymecor;
LIST(spec); comment 6: xmcor;
LIST(spec); comment 7: mtype;
LIST(spec); comment 8: mcoef;
LIST(spec); comment 9: coef[F = 1];

EX: end place; :

real procedure CORRECT(yes, possible, varisble, function, message) ;

valgg Yes, variable;

s

boolean yes, possible;

o o=

real variable, function;

string message;

&2 PR (TG

begin

= et

CORRECT := variable;
if yes then

begin

= o ST

if possible then CORRECT := function

else

Lo

begin

e

skrvvrg
skrvtekst(message) ;
error = true
end impossible
end yes
end CORRECT
comment library INVERTZ;
comment library LINE;
comnent library PSHIFT;

sectno 3= 1;

AA: begin comment cover and headline;
array B[0:39];
comnent library CENTEXT;
comment library COVER{;
comment library HEADLINE;
comment,
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e

if sectno = 1 then
begin
COVER1(k, 31,
{<Polynomial Approximation to One or More Functions of a Single Variable},
{<GIER Program PA-8});
dtop := tromleplads;
for 3= 0 step 1 until 39 do B[i] == Og

i
for 1 := til tromle(B) while tromleplads > 2679 do

end if;
HEADLINE( 20, ZZ)

end of cover and headline;

‘E;egi& comment input block;
boolean more;
integer cortype;:, t, J;
real XMIN, XMAX, X, Y;
procedure FIND E;
for t := lmstegn while tegn 3 55 do;
comment library READS;

commerit library READG;

READ6( 67, 67);

F := AS5(67, 0);

obs := ASS(67, 1);

spec := spec? 3= ASS(67, 2);

degl 3= ASS(67, 3);

degmax := ASS(67, 4);

weigh := ASS(67, 5) = 1;

auto 2= ASS(67, 6) = 13

tables := ASS(67, T) = 1

antype := ASS(67, 8);

cortype 2= ASS(67, 9);

normx = cortype32x2 3 cortype;

logx 3= cortypehx2 + cortype:2;

recipx 3= cortype > 4;

cortype := ASS(67, 10);

logy 3= cortypeshx2 + cortype:2;

recipy := cortype 2 L

if spec > O then READ6(68, 68);

begin comment input of normal points;
array ycor, xcor[1sobs], INLINE[1 :F+1];

i

o
]
o

comment
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L1

error ¢= false;

more = irueg;

ggg i s=1 step 1 until obs do

tromleplads := dtop - (i-1)x=(F+1);
fra tromle{ INLINE)
1f more then
for § =1 S”tepiuntilF+1gg
READS(INLINE(j], §, L1); .
123 tromleplads s= dtop - (1-1)x(F+1);
t1l tromle( INLINE);
X s= INLINE[1];
X = CORRECT(recipx, X # 0, X, 1/X, {<Zero x-value});
X = CORRECT(logx, X > 0, X, In(X), {Wegative x-value});
if 1 = 1 then XMIN := XMAX 3= X;

e

gX‘(XMINEEEXMIN = X3
££x>mx‘§_§§§mx 3= X3
xcor[i] g= X

end for ig

NORMX s= O

if normx then

o1 ety oz

Degin
NORMK := - (XMIN + XMAX)/2;
for i ¢= 1 step 1 until obs do
xcor[i] := xcor[i] + NORMX
end if normx;
place(3) ;
til tromle(xcor);
for § s= 1 step 1 until F do
Eegin
for 1 2= 1 step 1 until obs do
begin
tromleplads := dtop - (i-1)x(F+1);
fra tromle( INLINE) 3
Y := INLINE[1+3];
Y := CORRECT(recipy, Y + 0, Y, 1/Y, {<Zero y-value});
Y 3= CORRECT(logy, ¥ > 0, Y, 1n(Y), {Negative y-value}) s

comment

T T O I Ay




we

yeor[i] =Y
end for 1j
+romleplads := place(4) - obsx(3-1);
til tromle(ycor)
end for j;
if more then FIND E;
go_to EX;
L1: more 3= false;
go to LZ2g
EX: end input of normal points;

if weigh then
begin comment input of weights;

array weight[1 sobs];
place( 2) s
fra tromle(weight);
for j 3= 1 stegiuntilobsg
READS(veight[j]s 3. L1);
FIND E;
Li: place{2)s
11l tromle{weight)
end input of welghts;
if tables then READ6(69, 69)
end input block;
begin comuent printing of calculation parameters;
boolean pl, p2;
integer mcount, mfact, cortype, J:
array DATA [0:39];
boolean procedure print;

begin
1 := DATA[39];
print s= (1-(ismfact)=mfact)=2 > mfact
end print;
comment library TABLEZ:
comment library T3;
TABIE2(67, 8, NP1,
{<CALCULATION PARAMETERS}, 29);
3( {Nuber of functions}, 37, {-ndd});
73( {Number of normel points}, 33, {-ndd});
T3({ {Nunber of special points}, 32, {-ndd});

comment

=
&
N
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00

T3( {<Minimum value of polynomial degree}, 22, {-ndd});
T5( {<Maximm value of polynomial degree}, 22, {-ndd});
T3({<Use specified weights, O: no, 1: yes}, 22, {~n});
T3( {<Use automatic weighing, O: no,.1: yes}, 21, {-n});
T3( {<Print extended tables, O: no, 1: yes}, 22, {-n});
T3( {<Polynomial analysis type}, 34, {-n});
if print then
begin

i = DATA[8];

tryktekst(if 1 = O then

{<o analysis} else

i1 =1 then

{<Find maximum of first function)

else

{<Find specified value of first function});
. LINe(1)
ggg if print explanationg;
T3({<Correction type for x-valuesp, 30, {-n});
Pl = print;
T3( {<Correction type for y-values}, 30, {-n});
p2 s= print;

Lf PL v 2 then
begin
LINE(1)
PSHIFT(6) ;
tryktekst( <
Correc~ Nor- Take Take

tion ma nat, reci-

type lize log. ©procal

IRest 3= LRest - k;
for cortype := 0 step 1 until T do

begin
for 1 =9, 10 do
if cortype = DATA[1] then
begtn
IINE(i);
tryk( {-ndddddd}, cortype);

conmment
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for § s= 1, 2, ll-d.o

PA-8

tryktekst(if cortype:(2x3)x2 4 cortype J then < yes}

else < nod);
go_to EX
end if this type;
EX: end for cortype;
LINE(2)

end if pl v pZ;

T3({<Spezified value of first function}, 25, {-n.ddddd.n—dd.});

T5( {<Start value of xp, 42, {-n.ddddd -da});

T5({<Increment in x}, b4, {-n.ddddd -da});

T3{ {<Permissible error in x}, 36, {-n.daddd -adp) ;

LINE(2)

NP1: end printing of parameters;
tegin comment calculation of medifying polynomial;

integer type, J. fac, mg

real x, y. C;

integer array mtype, mtype2[1:spec];

array DATA[0:2], xmcor, xmeor2, ymeor[1:spec], MATRIX[1 :spec,

mcoef [O3spec—1];

integer procedure numfactor;
Etyjpesopﬁnmnfactor S
else
if type J then mmfactor = 0
else

li
[

beginr
fac = § - 13
for m gz?,stegitmtiltypeg
fac := facx(j-m);

numfactor = fac
Sn£
end numfactor;
if spec 2> 0 then
begin
for 1 s=1step11mtilspec§9_
begin
tromleplads = 6840 - 1 + 3xi;
fra tromle(DATA);
x == DATAfO];

coment
AR

1:spec],
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y &= DATA[1];
type 3= DATA[2];
mtype[ij = type + 13
x 3= CORRECT(recipx, x # 0, x, 1/x, {Zero special x-value});
% = CORRECT(logx, x > 0, x, In(x), {WNegative special x-valuel);
smeor[i] s= x 3= x + NORMX;
y 3= CORRECT(recipy, ¥ 4 O: ¥: 1/y: {<Zero special y-value});
y &= CORRECT(logy, y > O, y. In(y), {MNegative special y-value});
ymeor[i] = y;
£Q£ J =1 step 1 until spec 2:2
MATRIX[i, j] := numfactor=(if j~i-type < O then 1 else x4(j-1-type))
end for i;
INVERTZ( spec, MATRIX, 1,-20, E1);
£2£ i =1 steg 1 until spec gg

begin
C &= O
for j = 1 step 1 until spec do

C = C + MATRIX[1, jl=ymcor[J];
meoef[i-1] 3= C

end for i

spec?2 := Qg

for 1 3= 1 step 1 until spec do

begin

x = xmeor[i];

type := mtype[i];

{95 g =1 steg 1 until spec g,g _
ifisjaxs sxmeor[j] ~ mtype[3] > type then go to Lig
specg 3= spec? + 1;

smeor2[spec2] = x;
mtype2[spec2] := types;
L1z end for i
place(5);
til tromle(ymcor);
til tromle(xmcor2)
til tromle(mtype2);
til tromle(mcoef) ;
if Ass(68, 39) 4 © then
ES;EE::.E comment printing of modifying polynomial;
comment
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PSHIFT( 6+spec) ;
trykml(28) 5
tryktekst( {<DATA FOR SPECIAL POINTS});
LINE(2) ;
tryktekst( {<Specified Points});
LINE(2) 5
tryktekst( {< x y type});
LINE(2) ;
for i =1 step 1 until spec do
begin.
tromleplads := 68x40 - 1 + 3xi;
fra tromle(DATA) ; . |
tryk({-n.addad -ap, DATA[0], trylml(5), DATA[1]);
tryk({-ndadd}, DATA[2]);
trykml(k) 5
type := DATA[2];
Lf type = O then
tryktekst( {<y is the function itself})
tryk({-nd}, tryktekst(
{<y is the derivative of order}), type);
- LINE(1)
222 for iy
LINE(1);
PSHIFT(4 + spec);
tryktekst( {<

Calculated Modifying Polynomial

Power

})s

coment
T PTG

Coefficient

IRest := LRest - k;
for 1 3= O step 1 until spec - 1 do
begin
LINE(1) 3
tryk({-nd}, 1);
tryk({-n.ddaddad, -ad}, trykml(5), meoef[1])

end for ig
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LINE(3)
22% if printing
end if spec > O;
g0 to EX;
El: skrvtekst(skrvvr, {<Inversion error});
error := true;
EX: end calculation of modifying polynomial ;
begin comment main polynomial block;
integer degbest, Jj. k;
real EMIN, ERROR, A, B, X, Y, YIN, DEV, W;
integer array mtypel1:spec];
array xcor, ycor, weight[i:obs], xmcor[1:spec], meoef[0:spec~1],
INLINE[1:F+1], EL[1:1];
real procedure PROD;

£8£ J =1 step 1 until spec? do
A := Ax(X-xmeor[J])Amtype[3];
~ PROD := A
end PROD;
real procedure MODPOL;
begin
B = O3
£g£ J = spec -~ 1 step -1 EEEE% 0 do
B := BxX + mcoef[j];
MODPOL := B
end MODPOL;
procedure FIT(final, func);
value final, func;

boolean finalg
fnteger func;
begtn
array coef[ogdegj;
comment library POLY1;
tromleplads := place(lt) - obsx(funec-1);
fra tromle(ycor);
for i s= 1 step 1 until obs do
begin
yeor[i] s= 1/PROD«(ycoxr[i] - MODPOL);

comment

‘.--.-_._......l___________________________________________________________________________q
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if auto then weight[1] := AAZx(if weigh then weight[i] else 1)
end for i;
POLY1(0rs, deg, xcor, ycor, weight, coef, welgh v auto);
if final then
begin. ‘
tromleplads := place(9) - (deg+1l)x(func-1);
til tromle(coef);
PSHIFT(L+spec) ;
tryktekst( {<

Calculated Main Polynomial

Power

b))

Coefficient

IRest = LRest - U;
fggi :zOstegllmtildegQg
begin
LINE(1);
tryk({-nap, 1); , A
tryk(f-n.ddddddd -dd}p, trykml(5), coer[1])
end for i;
if mormx t_h_s_p
begin
LINE(2);
tryktekst({<SmRMX: });
tryk({-n.dddaddd -daa}, NORMK)
end if noymx;
LINE(3) 5
PSHIFT(10) ;
tryktekst( §<
Fitting of Approximation Function

¥: Spec. ¥ calc. Error});
IRest := IRest - 3;
if weigh then
tryktekst( {< Weight});
if auto then |
tryktekst( {< Weight, calc.});
. LIRE(2)
end if final;
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H
f ERROR := O
for 1 3= 1 step 1 until obs do
begin
Y 3= Qg
FROD

for j 3= deg step -1 until 0 do

Y = YxX + coef[Jj];

Y = MOIDPOL + AxY;

Y := CORRECT(logy, ¥ < 354, Y, exp(Y), {Klarge caleulated y-value}d)s
Y := CORRECT{recipy, ¥ # O, ¥, 1/Y, {<Zero calculated y-value})s
%
£

]

tromleplads s= dtop - (i-1)x(F+1);
TE tromle(LNLINE);

YIN o= INLINE[i+func];

DEV := YIN - Y;

ERROR := ERROR + DEVAZ2;

1 if final then

il

1

begin
tryk( {-n.dddadd, ~dd}, INLINE[i]. ‘trylnnl(2) YIN, trykml(2), Y);
tryk({-n.ddd, ~dd}, trykml(2), DEV);
if weigh v auto then

Ty

begin
tromleplads := place(3) + i;
fra tromle(EL) s
W o= EL[l]ﬂ
1£ welgh then
tryk;( {-n ,dddm-dd}. trykml( 2) , w)
if auto then
trys( f-n od,dd'O-dd}. trykml(2), weight[1]/ (if weigh then W else 1))
end if weights;
LINE(1)
end if final
end for i
end FIT;
place(2);
if weigh v auto then fra tromle(weight);
fra tromle(xcor) ; '
if spec > O then

begin
place(é);

comment

_—A




~302~ | - pA-8

wse

fra tromle(xmcor) ;
fra tromle(mtype);
fra tromle(mcoef)

end if spec > 0;

EMIN. := 1,100;

degbest := degl; |

if degl * degmax then.

for deg 3= degl step 1 until degmax do

begin ,

FIT(false, 1);

if ERROR < EMIN then
begin
EMIN := ERROR;
degbest := deg
%
else go to L1 |
end for deg;

I1: deg 3= degbest;
PSHIFT(12) 5 |
trylﬁnl(?.?);
tryktekst( {<APPROXIMATION CALCULATIONS});
LINE( 2} 5
E.‘_)I.k 3= 1 S‘tegiuntilF_d_g
begin

H F>1 M
begin : i
tryktekst({< Function no.}); |
tryk(§-ndh. k);
LINE(2)
end if F > 1;
FIT(true, k);
if obs > 1 then ERROR 3= ERROR/ (obs-1) ;
LINE(1);
tryktekst( {Mean error});
trykml(35) ;
tryk( {-nadddn—dd.}n sqrt( ERROR)) 3 |
. LmE(3) ‘ |
% for k
ﬁ mein polynomiel block;

comment
RS

———— -

N
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! H
’ if tables v antype > O then
! begin comment printing of extended tables and polynomial analysis;

boolean first, secondj
integer j. k. groups;
real A, B, X, §, x; .
integer array mtype[1:spec];
! array xmcor[i:spec]. mcoef[O:spec-i]. coef[O:deg];
real procedure MODPOL(order) ;
value order;
integer order;
begin
B = 0
for j := spec-1 step -1 until order do
B := BxX + meoef[j]x(if order = O then
1 else if order = 1 then j else J=(3-1));
MODPOL := B
end MODPOL;
real procedure MAINPOL(order);
value order;

integer order;
begin
B 3= O3
for j := deg step -1 until order do
B := BxX + coef[j]x(if order = O then.
1 else if order = 1 then § else jx(J-1));
MAINPOL := B
end MATNPOL;
real procedure PROD(order);
value order;

integer order;

begin

integer power, factor; r, s;
S = 03
gg spec = 0 E&Sﬁ PROD := if order = O then 1 else O

else

begin
for k := 1 step 1 until spec2qorder do
begtn
A 3= 1;

comment
A CRCRE

L
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£g£ J =1 step 1 until spec? 22

begin

pover 3= mtype[jl;

factor 3= 1;

r =1 + (k—i)ispec2;
s = k - (r-1)xspec2;
order = 2 A r =38 then
begtn
factor s= powerx(power-1);
power := power - 2
erd
else . .
Eorder=2/\r+81\(r=:]vs=J)vorder=1As=,jm
factor := power;

power := power - i

> E@
i

3= Ax(X-xmcor{j])Apowerxfactor
end for j;
S =S+ A
end for k;
PROD =S
2;_12
end FROD;
real procedure y{order);
value order;
integer order;
begin
real Y, dYdX, d2ydX2, Mp, PR, MA, MD1, PR1, MA1, dydY, dXdx, d2Xdx2;
s= MDDPOL(0) ;

begin :
Y := CORRECT(logy, Y < 354, Y, exp(Y), {<Large y-value});
Y := CORRECT(recipy, Y # 0, Y, 1/Y, {Zero y-value});

comment
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I
. y =X
: end if order = O
else ’
begin

MO1 := lﬂDPOL(i);

PR1 := PROD(1);.

MA1 := MAINPOL(1);

dydX := MO1 + PRxMA1 + PR1xMA; ; :

dydY := CORRECT(logy, Y < 354, Y, exp(Y), {<lLarge dy-value});
if recipy then

dydY := CORRECT(recipy, Y % 0, Y, -1/¥42, {<Zero dy-value});
H logy A recipy then

dydY := CORRECT(true, Y < 354, Y, -exp(-Y), {<Zero dy-value});
if -, logy A -, recipy then dydY := 1;

_j’:z-. logx A —, recipx_t_‘tl_endJde = 1
else
begin o
if x = O then dXdx := CORRECT(true, false, 1. 0, {<Zero x~value})
else
begin
dXdx := if logx then 1/x else -1/x42;
if logx A recipx then
aXdx == -1/x
g_d.
end;
if order = 1 then
y = dydY=dYdX=xdXdx
3_13_5
begin
if -, logx A —, recipxwdzx:ixz =0
else
begin
if x = O then d2Xdx2 := CORRECT
(true, false, 0, 0, {<Zero x-value})
else
begin
d2Xax2 s= if logx then -1/x42 else -2/x43;
if logx A recipx then d2Xdx2 := 1/x42
end

end;

comment
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y 3= dydY=(dYdX>d2Xdx2 + dXdxA2x(MIDEST(2) + PRxMAINPGL(2)
+ 2xPR1-MA1 + PROD(2)=MA))
end if order = 2
~ end order # O
end y; -
procedure TABLE(order);
value order;
integer order;
begin
integer g, NP, k, np;
real SV, INCR;
array DATA[1 sgroups, 1:5];
tromleplads := 69x40 + 2 + 3=groups;
fra tromle(DATA);
PSHIFT(10) ;
for g s= 1 step 1 wntil groups do
begin
NP := DATA[g, 1];
sv := DATA[g, 2];
INCR 3= DAQA[g. 5]3
PSHIFT(5) ;
tryktekst({< o}, ax-> });
for k =1 step 1 wntil 5do
tryk(f-n.addaad —adp, trykml(1), (k-1)xINCR);
LINE(1) ;
for np =1 step 1 until NP do
begin
X = x := SV + (np-1)=INCR;
if (np-1)35x5 = np ~ 1 then
begin
I.IRB(I); i
tryk(f-n.ddd.n-dd}. x)
end if first columm;
X := CORRECT(recipx, X # 0, X, 1/X, §<Zerc x-value});
X := CORRECT(logx, X > 0, X, 1n(X), {Negative x-value});
X := X + NOBMX; 7
tryk({-n.daadad -ad}, tryimi(1), y(order))
end for np;
LIKE(2)
end for g;

comment
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- Lmve(1)
end TABLE;
i;g tables then
begtn
groups := ASS(69, 0);
PSHIFT(20) 3
trykml( 28) ;
tryktekst( {<EXTENDED FUNCTION TABLES});
LINE(2);
for 1 =1 step 1 until F do
begin
PSHIFT(18) 3
if F > 1 then
begin -
tryktekst({< Function no.});
tryk({-ndb, 1);
LINE( 2)
end if F > 1;
first = ASS(69, 1) = 1;
second := ASS(69, 2) = 13
if first v second EEEE
begin
tryktekst( {<Values of function: $)s
- LINE(2)
end if first v second;
place(6);
if spec >0 then

begin

fra tromle(xmeor);
fra tromle(mtype)
fra tromle(mcoef)
end if spec > 03
tromleplads 3= place(9) - (deg+1)x(i-1)
fra tromle(coef);
TABLE(0) 5
if first then
begin
PSHIFT(16) s
tryktekst( {<First-order derivatives:});

comment
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LINE(2) ;
TARLE(1)
end if first;
g second ﬁg

begin
PSHIFT(16) ¢
tryktekst( {<Second-order derivative:});
LINE( 2) 5
TABLE( 2)
g&@ if second
ggg for i

end 1T tables;

[ =

3.5 antyvpe » O then
begin

integer countg

boolean Ting

real FVAL, yy;

array ¥start, delOx, xmect, epsx, yact, y0[1 :1]. yold[l 1, 1:1];
compert, 1ibrary NOLEQ3s

place(€);
1{ spec > 0 then
begin

fra tromle(xmcor);
fre tromle(mtype);
fra tromle(mcoef)
end if spec > 03
fra tromle(coef) s
FVAL := ASS(67, 11);
xstart{1] = ASS(67, 12);
del0x[1] := ASS(67, 13);
epsx[1] = ASS(67, 1h4);
PSHIFT{10) ;
trykm1(30) ;
tryktekst{ {<POLYNOMIAL ANALYSIS});
LINE(2);
tryktekst( {< x}) s trykml(13); .
count 3= 0; tryktekst(if antype = 1 then {<dy/ax} else {<r});
LINE(2) 3
comment




Hiz fin := falses
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NOIEQ3(1, count, 50, false, xstart, delOx, xact, epsx, yact, yold,

¥O, 110"'201 Ll'l F1, Ei);

| g0 _to G2;
Fi: LINE(1)
tryktekst( {<FOUND}) ;
go_to G1;
Ei IINE(l);
tryktekst( {<ERROR}) ;
G133 fin := true;
G2 LINE(1) g
X 3= xact[1];

X &= CURREGT(recipx. X # 0 X, 1/X, {<Zero xbvalue?)
X := CORRECT(logx, X > 0, X, In(X), {WNegative x-value});

X := X + NORMX;

yy &= y(if antype = 1 then 1 else 0)s

yact[1] == yy - FVAL;

tryk( {-n.ddaada, -dd}, xact[i]. trykml(i). ¥y);

if -, fin then go %o Ki;
LINE(3)
end analysis
end table v analysis;
if error then
begin

ot Coe ey

tryktekst( {<CALCULATION ERROR});

- LINE(3)
end if error;
sectno := sectno + 1;
go_to Ad;

ZZ: end of program;
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